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 چکیده
 ریتنأث. اسنت قنرار گرفتنه یمنورد بررسندما  ریتأثتحت فلز(-)کامپوزیت یدیبریه ایارتعاشات آزاد پوسته استوانه یو بررس لیمقاله، تحل نیدر ا

شنکل و رفتنار سنازه  رییتغ یبررس ق،یتحق نیهدف ا ی در رفتار ارتعاشی و پاسخ دینامیکی سازه ایجاد کند.توجهقابلتواند تغییرات    حرارت می

است، معادلات حاکم بنر  شدهو ساده در نظر گرفته  رداریصورت آزاد، گبه  ایپوسته استوانه  یرا برا  یمرز  طیمختلف است. شرا  یحرارت  طیدر شرا

مرتبنه اول  یبرشن یصورت ماتریسی بنا اسنتفاده از ترنورکرنش به  و روابط تنش و  ییبجاجامیدان  بر اساس    یدیبرهی  ایساختار پوسته استوانه

 ریو تنأث دهینحنل گرد سازهمعادلات حاکم بر افته،یمیتعم یلیفرانسیمربعات د  یآمده و با استفاده از روش عدددستبه  لتونهمی  اصل  و  هاپوسته

 جیبنا نتنا یعندد جیاسنت. نتنا شندهلیو تحل یسنازه بررسن یعنیفرکنانس طب  یرو  ی، طول استوانه و ابعاد هندسحرارتدرجه  ،یتیمواد کامپوز

منواد مرکنو و در   عینبنا توز  یدینبریه  که پوسته  دهندینشان م  جیشده است. نتا  قرار گرفته  یو صحت سنج  سهیشده مورد مقاانجام  قاتیتحق

 .دهدیدما نشان م راتییدر برابر تغ  یخاص، رفتار بهتر  ینسبت حجم

 شکل مرتبه اول رییتغ  یبرش یترور  کامپوزیت،  ی،حرارت  طیمح،  دیبریه  ای،استوانه یهاپوسته ،ارتعاشات آزاد   :های کلیدیواژه

 

 

Thermal effect on the free vibration of hybrid circular cylindrical 

shells 
 

1st rashid mohammadi, 2nd mohammad meskini,3th heshmatolla mohammad khanloo 
 

Abstract  
In this article, the analysis and research of the free vibrations of the fiber metal laminate(FML) cylindrical 

shell under the influence of temperature is investigated. The influence of heat can cause significant 

changes in the vibration behavior and dynamic response of the structure. The purpose of this research is 

to investigate the deformation and behavior of the structure in different thermal conditions. The boundary 

conditions for the cylindrical shell are considered as free, clamped and simple. The equations governing 

the structure of the hybrid cylindrical shell are obtained based on the displacement field and the stress and 

strain relations in the form of a matrix using the first order shear theory of shells and Hamilton's principle 

and using the Generalized Differential Quadrature numerical Method(GDQM), the governing equations 

of the structure are solved and the effect of composite materials, temperature, cylinder length and 

geometric dimensions on the natural frequency of the structure has been investigated and analyzed. The 

numerical results have been compared and verified with the results of the research. The results show that 

the hybrid shell with the distribution of composite materials and in a specific volume ratio shows better 

behavior against temperature changes. 

Key words: Free vibrations, cylindrical shells, Fiber metal laminate(FML), Thermal environment, 

Composite, FSDT 
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 مقدمه

هستند که   ییهاسازه  ،فلز(-)کامپوزیت  یدیبریه  یهاسازه

 فیانجام وظا یمختلف برا یااز مواد سازه  شتریب  ایدو    ویاز ترک

نسنبت بنه   یادینز  یایها مزاسازه  نی. اشوندیاستفاده م  یخاص

 یهنننایژگیو یدارا دهاینننبریمننناده دارنننند. هتک یهاسنننازه

 افینفلنزات و ال  یاینمزا  وینهستند کنه از ترک  یفردمنحصربه

 یمقاومت بالا و سخت  ،یتیکامپوز  افی. البرندیبهره م  یتیپوزکام

فلزات قدرت و مقاومنت   کهیدرحال  کنند،یرا به ساختار اضافه م

اسنتحکام و مقاومنت  زانیم و،یترک نی. ادهندیرا ارائه م  ییبالا

وزن سنازه   حنالنیو درع   دهدیم  شیبه شکست در سازه را افزا

عبنارت   یدیبریه  یهاپوسته  یایاز مزا  ی. برخدهدیرا کاهش م

بهبود خنواص   ،یطراح  یریپذوزن، انعطاف  یسازنهیاست از: به

 ایعنوان سنازهبنه  یدیبریه  ایاستوانه  هایپوسته  ....و  یکیمکان

هوافضننا،  عیهمچنون صننا یمختلفن عیسنبک و مقناوم در صننا

 عیصننا  ریخطوطِ لوله انتقنال سنا  ،ییایصنعت در  ،یخودروساز

عنوان بنه  تواننندیهنا م. آنرندیگیقرار م  ادهمورداستف  یمهندس

در   گنرید  یقطعنات سناختار  برخنی  و  هنابال  هنا،ها، پنلپوسته

استفاده   یبرا  توانندیم  نیمرکو استفاده شود. همچن  یهاسازه

 یمنظور طراحنشوند. بنه  یطراح  یحرارت  یهاطیمح  طیدر شرا

و   یمنرز  طیلازم است که در شنرا  یدیبریپوسته استوانه ه  کی

شنود. اطلاعنات  ییسنازه شناسنا یکیخاص، رفتار مکان  یطیمح

 هنایطیدر مح  ایاسنتوانه  یهاپوسنته  یکیننامیدرباره رفتنار د

و  منننیا یطراحنن یرا بننرا یکمننک فراواننن وسننته،یپ  یحرارتنن

 .کندیم جادیصرفه ابهمقرون

بننه  تننوانیم ایاسننتوانه هایارتعنناش پوسننتهه نننیدرزم 

 یمرز  طیشرا  رتأثی  ها[، اشاره نمود. آن1]   1یلام و لو  قاتیتحق

 یعنیطب هنایرا در فرکانس یتیکنامپوز  هایهینلا  یرگیو جهت

 از  هناکردنند. آن  یبررس  کیارتوتروپ   هیچندلا  یتیپوسته کامپوز

اواخر   این تحقیقات دراستفاده نمودند.    تزیروش ر  و  2لاو  تروری

بنود   یمحققن  نی. لاو اولافتی[ ادامه  2قرن نوزدهم توسط لاو  ]

 رینک  هیپوستة خطی را بر اساس فرضن  هیبار نظر  نیاول  یکه برا

مورد بر اسناس  نیدر ا  هاهینظر  ریشنهف صنفحات ارائه کرد. سا

 طیاز شنرا  یدر برخن  ریینلاو استوار بوده و فقط شامل تغ  هینظر

 هستند.  یکیزیف

 
1 .lam and loy 
2 .love 

ارتعاش، خمنش و   نهیدر زم[، مطالعه را  3]  3یو رد  ریخد

 یمندور بنا اسنتفاده از ترنور  ایاسنتوانه  هایکمانش در پوسته

حالنت  انجنام   یمرتبه اول، مرتبه سوم  و روش فضنا  کیکلاس

 یلیصورت تحل[ به4]  4نگاتنیو و  یلشکر  1973دادند. در سال  

 یو شننکل مودهننا یعننیفرکننانس طب یریگاننندازه یو تجربنن

 یو بررسن  قینمنورد تحقرا    یاو اسنتوانه  یمخروطن  هایپوسته

فرکنانس و   یننیبشیپ   یقراردادند و از روش المان محندود بنرا

 جنهیبه هم وصل شده استفاده کردنند. نت  هایشکل مود پوسته

صنورت بخنش به  کینها نشان داد که ممکنن اسنت  مطالعه آن

 کنندبخش ارتعناش    کی  نکهیا  یعنیباشد؛  مجزا ارتعاش داشته  

. در سنال اوردینارتعناش بنه وجنود ب  گریدر بخش د  نکهیبدون ا

 هایارتعاشننات پوسننته لیننتحل [،5] یو علنن یمصننطف 1998

بنا اسنتفاده از   را  یطیو مح  یطول  یهاکنندهتیبا تقو  ایاستوانه

و   لیپتانسن  یها ابتدا انرژموردمطالعه قراردادند. آن  یروش انرژ

مجزا محاسبه نمنوده    تصوررا به  هاکنندهتیتقو  یجنبش  یانرژ

مربنوط بنه   هنایکنل ترم  یبه معادله انرژ  یابیمنظور دستو به

 تنزیر  یلنیجمع نموده و بنا اسنتفاده از روش ر  با همهرکدام را  

 زی[ آننننال6]  5را اسننتخراک کردننند. ژاننن  یمعادلننه فرکانسنن

را   یاهینلا  یتکنامپوزی  ایاسنتوانه  هنایمقطع پوسنته  یارتعاشن

مختلنف و بنر اسناس ترنوری سناندرز، بنا   مرزی  طیبنرای شنرا

استفاده از روش انتشار موک انجام داد. ژان  با روش گفت شنده 

 یو بررسن  قینمنورد تحقپوسنته بنر فرکنانس را    یاثر پارامترها

، 2007سنال  پنژوهش در    کی[، در  7]  و همکاران  6قرارداد. شن

را  هینلاتک ینانولوله کربنن-مریپل تیکامپوز یحرارت  اتیخصوص

بنا روش   2011[ در سنال  8و همکناران ]  7انن یکردنند. ل  ئهارا

کمانش پوسته  یبررس بر علاوه یافزارنرم  لیالمان محدود و تحل

سنازه   یکیننامیرفتنار د  یبه بررس  ایاستوانه  یتیمشبک کامپوز

 زینروایل  هی[ با استفاده از فرض9]   8وویپرداختند. لان  ژائو و ج

 هینچندلا  یهناورق   یارتعاشن  هنایو رفتار  یعیطب  هایفرکانس

 جیحاصله را بنا نتنا  جیقراردادند و نتا  یمورد بررسرا    یتیکامپوز

و   یلنیتحل  هنایروش  وینمودند و با ترک  سهیمقا  یتجرب  لیتحل

 یعنیطب  هنایو فرکانس  یرفتنار ارتعاشن  یننیب  شیپ بنه  یتجرب

 پرداختند. هیچندلا هایپوسته

 
3 . Khdeir and reddy 
4 .Lashkari and Weingarten 
5 .Zhang 
6 .Shen 
7 .Liang 
8 .Zhao and J. Wu 
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]  رحیمی همکارانش  سال  10و  در  ارتعاشی    2014[  رفتار 

تقو را    زوتروپیا  شدهت یاستوانه  بررسو کامپوزیتی  قرار    یمورد 

مختلف فرکانس طبیعی سازه    ی گاههتکی  شرایط  برای  و  اند داده

را به دست آوردند. حل تحلیلی بر پایه نظریه ساندرز و به کمک 

معادل نرم انجام  دانِهیک  یسازروش  از  است. همچنین  افزار  شده 

شده  المان محدود آباکوس  نیز برای اعتبارسنجی نتایج استفاده

آن زاویه  است.  و  مرزی  شرایط  هندسی،  پارامترهای  اثر  ها  

قراردادند.    ها کنندهت یتقو موردمطالعه  طبیعی  فرکانس  بر  را 

]   9سان همکاران  رو11و  بر  را  خود  مطالعات  ارتعاشات   ی[، 

نازک چرخان انجام   ایاستوانه   هایپوسته   در  یخطریغ   هایموک

سال   در  همکاران   10انو ی  2019دادند.  پ 12]  و  با    ینیبشی[ 

جزئ  ریتأث در  ارتعاش  و    شیافزا  شنهادیپ   ات،یکاهش  جرم 

برا  ییرایم در    ریتأث  یبررس  یاضافه  دادند.    کیارتعاش  را  لوله 

انرژآن  روش  از  هم  یها  اصل  همچن  لتونیو  ناو   نیو    ریروش 

  11گنا یاستفاده کردند. بر اساس روش المان محدود  س  نیکوگلر

[ همکارانش  سال  13و  در  تأث2020[  جذب    شیافزا  ری،  و  دما 

رو بر  پوسته   یرطوبت  آزاد  ارتعاش    یمخروط  یهارفتار 

پ   ی چیساندو از  بررسرا    خوردهچیپ   ش یدوار    قراردادند.   یمورد 

وو همکاران  12جیان   سال  [14]و  بررسی     2023  در  به 

ارتعاشویژگی استوانه -های  پوسته  از اکوستیک  پر  چندلایه  ای 

پرداخته  اولیه  هیدرواستاتیک  فشار  تحت  این  مایع  در  اند. 

تحقیقات، از تروری لاو برای استخراک معادلات مربوطه استفاده  

تأثیر  یافته  .کردند الیاف  زاویه  و  که شرایط مرزی  داد  نشان  ها 

فرکانسقابل بر  افزایش توجهی  همچنین  و  دارند  طبیعی  های 

و   سفتی  افزایش  به  منجر  پوسته،  داخل  هیدرواستاتیک  فشار 

 [15]  13، جی چو 2023در سال  .  دشوهای طبیعی میفرکانس

پنل ارتعاشات  بررسی  استوانه به  با  های  که  متخلخل  ای 

شدهصفحه  تقویت  گرافن  تغییر های  تروری  از  او  پرداخت.  اند 

این  تحلیل  برای  طبیعی  المان  روش  و  اول  مرتبه  برشی  شکل 

که  سیستم  داد  نشان  مطالعه  این  نتایج  کرد.  استفاده  ها 

پوسته  این  آزاد  استوانه ارتعاشات  به های  چشمگیری  ای  طور 

دارد قرار  تخلخل  میزان  و  توزیع  الگوی  تأثیر  سال    .تحت  در 

[ به انجام یک تحلیل عددی بر  16و همکاران ]  14، من 2024

 
9.  Sun 
10.  Yano 
11.  Singha 
12.  J. Wu 
13. J. R. Cho 
14. meng 

پوسته  تصادفی  و  آزاد  ارتعاش  خواص  استوانهروی  ای  های 

آن تحقیق،  این  در  پرداختند.  الاستیسیته ضخیم  تروری  از  ها 

-برداری کردند و برای تحلیل خود، از روش ریلیبعدی بهرهسه 

به نتایج  نمودند.  استفاده  نتایج  دستریتز  با  روش  این  از  آمده 

المان محدود مورد تأیید و مقایسه قرار گرفت.   از روش  حاصل 

های مواد بر  ها به بررسی اثر ابعاد هندسی و ویژگیپژوهش آن

پاسخفرکانس و  ذاتی  پوسته های  تصادفی  ساندویچی  های  های 

 .بعدی پرداختسه 

 یکارهنا  ر،یناخ  یهاشده در سالانجام  قاتیتحق  بهباتوجه

 و هیبریدی  یتیکامپوز  ایاستوانه  یهادر حوزه پوسته  یقاتیتحق

حنرارت بنر   ریتنأث  درنظرگنرفتنبدون     یعمدتاً به رفتار ارتعاش

 یمقاله، بنا اسنتفاده از ترنور نیاست. در ا یعیفرکانس طب  یرو

مربعات   یلیفرانسیپوسته و روش د  یشکل برش  رییمرتبه اول تغ

 ایپوسته اسنتوانه  یرفتار ارتعاش  یاثر حرارت بر رو  افته،یمیتعم

 است. شدهیفلز بررس  - تیاز جنس کامپوز

 

  معادلات حاکم

در   ایبنا مختصنات اسنتوانه  یتیکنامپوز  ایپوسته استوانه

 تینکامپوز  نیا  دهندهلیشده است. ماده تشکنشان داده  1شکل  

و  باشنندیم  یو برن/اپوکسنن  یاپوکسنن/دی،آرام یاز گلس/اپوکسنن

 قرارگرفته است. یتحت درجه حرارت خاص

 

 
 مختصات  یبه همراه محورها ایپوسته استوانه -1شکل 

 

 ییجا بجامیدان 

 یاپوسنته اسنتوانه  ییجنا بجنا  دانیم  آوردندستبه  یبرا

 شندهمرتبنه اول استفاده یشکل برش رییتغ یاز ترور  یتیکامپوز

 است.
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(1) 

 

و 0u ،0vکننه در آن 
0w یانیننم هلاینن هننایمکننان ریننتغ 

 هیننسنبت بنه لا  ینقطه موردبررس  تیموقع  z  ، پوسته

 θو  x یچننرخش حننول محورهننا x ، و یانیننم

 .باشدیم

 

  روابط کرنش و انحناء

 یبنرای پوسنته در ترنوری برشن ییبجاجا  دانیبا داشتن م

 یکینماتسنی  روابط  و(  1روابط  )  ایمرتبه اول در دستگاه استوانه

 کنرد  انینب  رزین  صنورتبه  را  هاکرنش  دانیم  یهامؤلفه  توانیم

[17]: 

(2) 
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های ها در جهتبه ترتیو، کرنش    و  x  در این روابط

  محوری و محیطنی و
x  ،x zو  zهنای برشنی در کنرنش

0  باشنند.از سطح میانی می  zفاصله  

x  ،
0

  ،
0

x  ،0

xz  0و

z 

xkوxk  ،kهای سطح میانی و  کرنش    انحناهای سطح میانی

زینر  صنورتبهترنوری برشنی مرتبنه اول   بر اسناسباشند و  می

 شوند:تعریف می
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(3) 
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ی تغیینر هامؤلفنهبنه ترتینو،    wو    u  ،vکه در این روابط  

ی طولی، محیطی و شنعاعی هاجهتمکان لایه میانی پوسته در  

و شنیو    z-xبه ترتیو شیو در صفحه       وxباشند و  می

 باشند.می z-θی در صفحه
 

 کرنش-روابط تنش

 یبنر اسناس ترنوری برشن  یمشخصات برش  کردناضافهبا  

در  یاپوسنته اسنتوانه یمرتبه اول، روابنط تننش و کنرنش بنرا

 خواهد شد: لیتبد ریبه شکل ز یحرارت طیمح

 

(4) 
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Qماتریس 
     صنورتبهکنه    اسنتهمان ماتریس سختی 

 :شودیمزیر تعریف 
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 و داریم 
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1E  2  وE 11های الاسیسیته، مدول  و
22   ،ضرایو حرارتی 

23G13G12G12،  هنای برشنی  مدول21و ضنرایو پواسنون

 هستند.
 

 اصل همیلتون

باید   (1tو2t)ی  زمان  بازةمعادلات حاکم بر حرکت پوسته در  

 .[18ل همیلتون]صل همیلتون را ارضا کنند. بر اساس اصا

 

(7) ( )
1

2

0
t

t
U T W dt  − + =  

 

 انرژی کرنشی پوسته

 انیننب ریننصننورت زپوسننته به[20]، [19] یکرنشنن یانننرژ

 .شودیم

 

(8) 
2

0 0

1

2

L

ij ijU


 =   

(9) ( )ij ij

v

U dv  =  

 

 انرژی جنبشی پوسته

( 11( و )10رابطنه )  صنورتبهپوسنته  [21]انرژی جنبشنی  

 :شودمیمحاسبه 

 

(10) 

2 2
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Rdzdxd
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


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     
= + +   

    

 
 

  

  
 

 

صنورت به  ایپوسته اسنتوانه  یبرا  یجنبش  یانرژ  راتییتغ

 :شودیمحاسبه م(  11رابطه )

 

(11) 
v

v

T v vdv

u u v v w w
dv

t t t t t t

  

  


= =

      
+ + 

      


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 کار نیروی خارجی

ی هیبرینندی کننه در محننیط ااسننتوانهبننرای یننک پوسننته 

خطی  صورتبه تواندیمکه دما   شودیمحرارتی قرار دارد، فرض  

مربنوط  شدهانجامتغییر کار  نی؛ بنابرادر ضخامت آن توزیع شود

 [.22]بیان کرد( 12رابطه ) صورتبهتوان به تغییر دما را می

(12) 
1 2

T
T w w N w w

W N dA
x x R

 

 

     
= +     
 

 .هستندی اعمالی ناشی از تغییرات دما  روهاین 
 

(13) 
 

( )2
11 11 12 22

2

h

T

hN Q Q Tdz 
−

= +  

 

( 7( در رابطنننه )12( و )11(، )9روابنننط ) قنننراردادنبنننا 

(، 15(،)14روابننط ) صننورتبهرا  تننوانیم معننادلات تعننادلمی

 آوریم. به دست  (18( و )17(،)16)
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 یدر دو انتها  یاپوسته استوانه  یمختلف برا  یمرز  طیشرا

 .دآییبه دست م لتونیاز اصل هم ریصورت زآن به

 شرط مرزی ساده

(19) 0x x xV W N M M = = = = =  

 شرایط مرزی آزاد

(20) 0x x x x XZN N M M  = = = = =  

 رداریگشرایط مرزی 

(21) 

 
0xU V W  = = = = =  

   هیچندلاها در  ها و ممانبرآیند نیرو

 ایاسنتوانه  هینلا  چندکیکه بر    هاییو ممان  هاروین  یتمام

 .شودیم انیب ریصورت زبه  شود،یوارد م
 

(22)  

( , , )i x x =  
i idz N =  

( , , )i x x =  
i izdz M =  

( , )i xz z=  
s i iK dz Q =  

2

0 1 2(1, , ) , ,z z dz I I I =  

 

نینروی منتجنه،  دهندهنشنانبه ترتینو  Iو    N  ،M  ،Qکه  

 sKممان منتجه، نینروی برشنی و ممنان اینرسنی بنوده اسنت، 

 .است 6/5بیانگر ضریو تصحیح برشی بوده که برابر با مقدار 
 

 معادلات حرکت یسازگسسته

تعریننف  (23روابننط ) صننورتبه ijCو  ijA  ،ijBضننرایو 

 :شودیم
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کنرنش در -و روابنط تننش  ییجنا بجنابا قراردادند روابط  

 ( 28) و (27(، )26(، )25(، )24)معنننادلات تعنننادل روابنننط 

 آمده است.دستبه
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  یلیفرانسللل یروش حلللل معلللادلات )روش مربعلللات د

 (افتهیمیتعم

منظور بنننه افتنننهیمیتعم یلیفرانسنننیروش مربعنننات د

 یکاررفتنه، بنرابه یمنرز طیمعادلات حاکم و شرا  یسازگسسته

 یوزنن  ویمحاسنبه ضنرا  زیون  15یلیفرانسیبهبود روش مربعات د

دقت و ننر   لدلی به روش این اخیر هایشده است. در سالارائه

علنوم  اگونهنای گوننهمگرایی بالا موردتوجه پژوهشگران شاخه

است. ماهیت روش مربعات دیفرانسیلی مشتق جزئی   قرار گرفته

تابع یکنواخت نسبت به متغیری هست که توسط مجموع وزننی 

شنده مقادیر تابع در تمام نقاط گسسته در آن جهت تقریو زده

است. ضرایو وزنی مربنوط بنه آن، بنه مسنرله خاصنی مربنوط 

دارد. در این   بستگینیست و تنها به نقاط شبکه و مرتبة مشتق  

 محندودیتی  هنیچ  بندون  و  اختیاری  صورتروش نقاط شبکه به

 .است  شدهانتخاب

 
15. Generalized Defferential Quadrature Method   
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13

33

3/

34

21

42

2/

22

141

41

41

41

{/ 

قدرتمنند در   هنایاز روش  یکی  ،یلیفرانسیمربعات د  روش

اسنتفاده از   رغنمیاست کنه علن  یجزئ  لیفرانسیحل معادلات د

روش بر  نیبرخوردار است. اساس ا  ییتعداد گره کم، از دقت بالا

 یمختصنات جهنتکیتابع نسنبت بنه  کی  یمشتق جزئ  نیتخم

 صنقناط مشنخ  یآن تابع در برخ  ریمقاد  یصورت مجموع وزنبه

 استوار است.

 

(29) 
(1)

1

( ) ( )
N

x i ij j

j

f x c f x
=

=  

1,2,3,...,i N=  
 

)،  (29رابطه )در   )x if x  مشتق تابعf   نسبت بنه جهنت

(1) است و  ix در نقطه xمختصاتی 

ijc  ضرایو وزنی برای تقریو

مشتق اول هستند. نکتنه اساسنی در اینن روش، نحنوه تعینین 

ضرایو وزنی مناسو است. محققین مختلفی برای تعینین اینن 

 بلمنن و همکنارانشانند. ضرایو به شیوه مناسنو تنلاش کنرده

بر اساس دو تابع آزمون مختلف، دو شنیوه  1972 [در سال 23]

بننرای تعیننین ایننن ضننرایو پیشنننهاد کردننند کننه هننر یننک بننا 

 .همراه بود   ییهاتیمحدود

[بنرای رفننع ایننن 21] بوچکننارو و متونکننو 2011در سنال 

، ها، رابطه دیگری برای ضرایو وزنی پیشننهاد دادنندمحدودیت

ا تر بننلامننا اسننتفاده از ایننن روش بننرای مشننتقات مراتننو بنناا

شننو بننه کمننک تقریننو  چاننن  و هایی همننراه بننود.دشننواری

آنالیز خطی فضای برداری روش مربعات تفاضلی و  یاچندجمله

یافتنه را ارائنه را گسترش داده و روش مربعات تفاضنلی تعمنیم

مربعات دیفرانسیلی ، وی همچنین با بکار گیری روش  [24کرد]

ای کنامپوزیتی را بنا ی اسنتوانههاپوسنتهارتعناش    تعمیم یافتنه

. روشی [25]کلاسیک لاو مطالعه کرد    پوستهاستفاده از تروری  

 شندهارائهروش    ازجملنهی قبل  هاروشارائه کرد، تمامی    که شو

مربعننات  درروششننود. توسننط کننان و چاننن  را شننامل مننی

کننه در کتنناب شننو آمننده از توابننع  دیفرانسننیلی تعمننیم یافتننه

آوردن رابطنه  بنه دسنتبرای ضرایو وزننی و  ی لاگرانژابیدرون

بازگشننتی،که از نقنناط شننبکه و محننل قرارگیننری نقنناط نمونننه 

 شود.مستقل است، استفاده می

(30) 
( ) ( )

(1)

(1)

(1)

(1)

1,

( )
,

,

, 1,2,...,

i

i j j

ij
N

ij

j j i

M x
i j

x x M x
C

C i j

i j N

= 




−
= 

− =



=


 

 

 :میدار (30)که در رابطه 

 

(31) ( )(1)

1,

( )
N

i i k

k k i

M x x x
= 

= −  

 

توان برای تقرینو یافته میاز روش مربعات تفاضلی تعمیم

ام تابع nمشتق مراتو بالاتر نیز استفاده کرد. برای مشتق مرتبه  

f(x)  در نقطهix  گرددبیان می (32)صورت رابطه به. 

 

(32) 
( )( )

1

( )
i

n M
n

x x ij jn
jx

d f x
C f x

d
=

=

=  

1,2,3,...,i N=  
 

ام، nضرایو وزنی مربوط به مشنتق مرتبنه    ijC  که در آن

N و  تعداد نقاط شبکهix  مختصات نقطهiاست ام. 

رابطه کلی برای ضرایو وزنی تقریو مشتقات مراتو بالاتر 

 است: (33)مطابق رابطه 

 

(33) 

( 1)
(1) ( 1)

( )

( )

1,

,

,

n
n ii

ij ii

i jn

ij
N

n

ij

j j i

C
n C C i j

x x
C

C i j

−
−

= 

  
−    −  = 


− =



 

  2,3,..., 1n N= −  , 1,2,..., ;i j N=  

 

 بنه فنرم یسنماتری  (32)با توجه به قانون مربعات رابطنه 

 است: (34)رابطه 

 

(34)    ( )( ) ( )n n

jj
f x C f x =    
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 کنناملاًهننا در ایننن روش هرچننند انتخنناب مختصننات گننره

ها بر اختیاری است و هیچ محدودیتی ندارد، اما نحوه توزیع گره

شنو نشنان .  است  رگذاریتأثها  پایداری نتایج و روند همگرایی آن

یننننا همننننان   کنواخننننتیریغ ای داد کننننه توزیننننع نقطننننه

لوباتو، که به انحصنار توزینع چبیشنف نامینده _ گوس_ چبیشف

شود، نتایج پایندارتری نسنبت بنه توزینع یکنواخنت خواهند می

های کم و محاسنبات کمتنر قنادر داشت. این توزیع با تعداد گره

 بیاورد. به دستبیشتر  دقت باهایی است جواب

 لوباتو:-گوس-شفینقاط نمونه چب

 

(35) 
1

1 cos
2 1

i

L i
X

N


 −  
= −   

−  
 

1,2,3,...,i N=  

 

لوبنناتو -گننوس-در ایننن مقالننه  توزیننع نقنناط چبیشننف

  مربعنننات دیفرانسنننیل تعمنننیم یافتنننه و از روش شننندهانتخاب
 است.  شدهاستفاده

 

 :GDQMبا استفاده از    یاحل معادلات پوسته استوانه

مربعنات   در پوسته استوانه بر اساس روش  ییجابجا  دانیم

 .شودیم انیب رزی صورتبه  دیفرانسیل تعمیم یافته

 

(36) 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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شنمارنده منوک  nپوسنته و  یعیفرکانس طب ωکه در آن  

 است. یطیمح
 

معللادلات حرکللت بللا اسللتفاده از روش    یسللازگسسته

GDQM: 

، مربعننات دیفرانسننیل تعمننیم یافتننهبننا اسننتفاده از روش 

از  یگرهن ریمقناد یهر مشتق بنه مجمنوع وزنن  لیصورت تبدبه

معادلات حرکت را به شکل گسسنته   توانیوابسته، م  یرهایمتغ

و   (28)الی    (24)در روابط    (36)روابط    یگذاریکرد، با جا  انیب

به  K  سیماتر  مربعات دیفرانسیل  تعمیم یافتهاستفاده از روش  

 آمده است.دستبه  (41)الی    (37) روابط صورت
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iU، iV،iW،iدر روابننط بننالا 

و
i

x   مشننتقات مرتبننه 

(i) باشد.  یها مییجابجا 
 

 نتایج

هیبرینندی ای ارتعنناش پوسننته اسننتوانه در ایننن بخننش

، که ساختار قسمت فلنز از جننس آلومینینوم و (فلز-کامپوزیت)

هننای کننامپوزیتی مطالعننه شننده در ایننن پننژوهش سنناختار

گلس/اپوکسی، آرامید/اپوکسی و برن/اپوکسنی هسنتند. تحلینل 

  بعننننندیبارتعننننناش آزاد سنننننازه بنننننرای فرکنننننانس 

2(1 ) / xR E   =     اسنت.  آمدهدستبه−

مدول   Eسازه،    بعدیبفرکانس    بیانگر فرکانس طبیعی سازه،  

خواص مواد مکانیکی  .استبیانگر چگالی مواد  الاسیسیته و 

 .  [26]است  شدهارائه  1در این پژوهش در جدول  شدهاستفاده

 

 و المان محدود  یروش حاضر با روش عدد یاعتبارسنج

شننده، جهننت حاصل یلننیپننژوهش کننه از روش تحل نیننا

 نی. بدگرددیم  سهیشده مقاانجام  قاتیتحق  جیبا نتا  یاعتبارسنج

 یعنیطب  یهناحاصنل بنرای فرکانس  جی، نتا2ل  جدو  منظور در

 پرادهان لهشده در مقاارائه  جیبا نتا  کیزوتروپ ای  ایاستوانه  پوسته

مرزی  طیشده است. شرا سهیمقا [29] [ و وان 28] [ ، لام27]

، آزاد و ساده بوده و پنج منود گیردار  ی پوستهمسرله در دو انتها

طور کنه ملاحظنه است. همان  دهیارائه گرد  یعیاول فرکانس طب

د. اخنتلاف وجنود دار  جیدر نتنا  یمطابقت قابنل قبنول  گردد،یم

ی مختلنف و هنایتروراستفاده از  به علت هاجواباندک در بین 

. لام و لوی در پنژوهش خودشنان از باشدیمروش حل متفاوت  

ریلی ریتز اسنتفاده کردنند، همچننین  تروری تقریو لاو و روش

همراه با روش ریلنی ریتنز   وان  از تروری تغییر شکل سینوسی

 یبنرا  حاصنل  جینتنامقایسنه     3استفاده کرده است. در جدول  

 هینبا زاو  لایه  6  هیبریدی  ایاستوانه  هایپوسته  یعیفرکانس طب

با روش المان  محندود )   رداریگ  مرزی  طیمتفاوت در شرا  افیال

گردیده است، کنه   رائها  )متلو(یلیافزار آباکوس( و روش تحلنرم

تطابق خوبی با یکندیگر دارنند.   آمدهدستبهدهد نتایج  نشان می

فلز( با لایه چینی -ای )کامپوزیتیک پوسته استوانه  2در شکل  

همچنین لاینه [ تحت دما ترسیم شده است.  30  -45  45  -30]

ای چینننی، مننود فرکانسننی اول، دوم و سننوم پوسننته اسننتوانه

بنه روش المنان محندود)آباکوس( در   فلز(-)کامپوزیتهیبریدی

 .است  شدهدادهنشان   4و   3های  شکل

 
 ای هیبریدیدر پوسته استوانه شدهاستفاده: خواص مکانیکی مواد 1جدول 

Material        

Aluminium 4/72 4/72 28 33/0 2700 23 23 

Glass/epoxy 6/38 27/8 14/4 26/0 1800 6/8 1/22 

Boron/epoxy 204 50/18 59/5 23/0 1976 1/6 3/30 

Aramid/epoxy 76 5/5 3/2 34/0 1460 4- 79  
)0   صورتبه nsion)( coefficients of thermal expa واحد ضریو حرارتی / . )m m C است 
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1)2 مقایسه پنج فرکانس طبیعی اول   :2جدول   )R
E


  =  ی ایزوتروپیکااستوانهبرای پوسته  −

 C-S 

(L/R=20 m 

H/R=0.002m) 

 C-C 

(L/R=20 m 

H/R=0.002m) 

 S-S 

(L/R=20m 

H/R=0.01m) 

n 
نتایج  

 حاضر 

Wang 

[29] 
Lam 

[28] 
 درصد 

 خطا 

نتایج  

 حاضر 

Wang 

[29] 
Pradhan  

[27] 
 درصد 

 خطا 

نتایج  

 حاضر 

Pradhan  
[27] 

 درصد 

 خطا

1 0242/0 0248/0 0247/0 2.4% 0333/0 0340/0 0342/0 2.1% 0168/0 0168/0 1.1% 

2 00853/0 00841/0 0084/0 1.4% 0119/0 0119/0 0119/0 0% 0095/0 0097/0 1% 

3 0059/0 0058/0 0058/0 0.6% 0072/0 0072/0 0072/0 0% 0222/0 023/0 0.4% 

4 00873/0 0087/0 0087/0 0% 009/0 009/0 009/0 0% 0421/0 0439/0 0.7% 

5 01368/0 0136/0 0136/0 0% 0137/0 0137/0 0137/0 0% 0679/0 0970/0 0.14% 

3
1600 , 0.3, 70

kg
E Gpa

m
 
 

= = = 
 

 

 

  طیمتفاوت در شرا افیال هیبا زاو هیچندلا فلز(-هیبریدی)کامپوزیت ایاستوانه هایپوسته یعیفرکانس طب سهی:مقا3جدول 

 یلیبا روش المان  محدود و روش تحل رداریگ -ردار یگ 
 [45 -60 60 -45] [30 -45 45 -30] [60 -45 45 -60] [0 90 90 0] زاویه الیاف 

m 
نتایج  

 حاضر 

المان  

 محدود 
 نتایج حاضر 

المان  

 محدود 
 نتایج حاضر 

المان  

 محدود 
 نتایج حاضر 

المان  

 محدود 

1 1670 1649 3/1890 9/1825 31/1773 5/1808 06/1845 8/1800 

2 8/3226 6/3255 7/3631 2/3587 6/3530 6/3565 31/3573 1/3542 
  

9 9 6

1 2 113

6 9

22 12

( 0.02 , 2700 , 0.26, 5 , 38.6 10 , 8.27 10 , 6.5 10

20.6 10 , 4.14 10 )

h kg L
m m E E

R m R

G

  



−

−

= = = = =  =  = 

=  = 

 

 
 

 

 دما تحتفلز( -کامپوزیت) ی دیبریه ی ااستوانهپوسته  -2شکل 

 
 

 ( )الف

 
 

 )ب( 
  [30 -45 45 -30]  هیلا 6 فلز( -هیبریدی)کامپوزیتای شکل مود طولی اول پوسته استوانه -3شکل 



 الله محمد خانلورشیدمحمدی، محمد مسکینی، حشمت                                                            یهوانورد ی مهندس یپژوهش -یعلم یه نشر            

 1404و زمستان    ییز، شماره دوم، پابیست و هفتمسال            

 

102

13

33

3/

34

21

42

2/

22

141

41

41

41

{/ 

 

 
 )الف( 

 
 

 )ب( 
 [30 -45 45 -30]با زاویه  هی لا 6 فلز(-هیبریدی)کامپوزیتی ااستوانهشکل مود دوم پوسته  -4شکل 

 

 دما ریتأث

لاینه  2فلنز از -ای کامپوزینتطراحنی پوسنته اسنتوانه در

 [90 0 90 0الیناف ]لایه گلس/اپوکسی با زاویه  4آلومینیوم و 

ی کامپوزیتی در وسط ولایه فلزی شامل لایه داخلی و هاهیلاکه  

همچننین شنرایط منرزی در  .اسنت شدهاستفادهخارجی هست  

 .است رداریگابتدا و انتها سازه  

افزایش تعداد نقناط شنبکه درهمگراینی   ریتأث  5  در شکل

است. با توجه به نمودار با افزایش تعداد نقاط   شدهیبررسجواب  

انتخابی شبکه نتایج به همگرایی خوبی رسیده است. همچنین با 

 15توجه به نمودار تعداد نقاط شبکه انتخابی برای این پژوهش  

 است.
 

 
 افزایش تعداد نقاط شبکه ریتأث -5شکل 

2

1

(1 ) , 5 , 0.05
L h

R m m
E R R


  = − = =

 

 

 یدمنا و نسنبت طنول بنه شنعاع بنر رو ریتنأث 6شکل در  

( پوسننته n=1اول ) مننود جننانبی بنندون بعنند یعننیفرکننانس طب

نشنان داده   جیشده است. نتافلز نشان داده-تیکامپوزی  ااستوانه

شنده پوسنته  بعندیب یعنیدمنا فرکنانس طب  شیاست که با افزا

دمنا خنواص   شی. در اثر افزاابدییکاهش م  یدیبریه  ایاستوانه

 لینو بنه دلا  ابندییکناهش م  یتیو کنامپوز  یمواد فلز  یکیمکان

 لیناز منواد متما  شتریبه فلز ب  لیخواص مواد متما  یزساختاریر

استحکام کنل سنازه را   جهیکه درنت  ابدییکاهش م  تیبه کامپوز

 بعندیفرکنانس ب زانیندر کاهش م یکه مسرله مهم  کندیکم م

نسنبت طنول بنه   هکه هرچن  نجاستیتوجه ااست. اما نکته قابل

 ریتحننت تننأث شننتریفرکننانس ب راتییننتننر باشنند، تغشننعاع بزر 

نشنان  6شنکل  نیهمچنن ردیگیقرار م هیاول یحرارت یبارگذار

نسنبت طنول بنه شنعاع  شیثابنت بنا افنزا یکه در دما  دهدیم

 جنهیکنه درنت کنند،یم دایشده کاهش پ  بعدیب یعیفرکانس طب

 .شودیباعث کاهش استحکام سازه م

 
 شده به  بعدیبتغییرات دما بروی فرکانس طبیعی  ریتأث -6شکل 

 ازای نسبت طول به شعاع مختلف 
2

1

4
(1 ) , 0.002 ,

6
composite

h
R m V

E R


  = − = =

 

 

افزایش تعداد لایه کامپوزیت نسنبت بنه   ریتأث  7در شکل  

ای هیبریندی شده پوسته اسنتوانه  بعدیبفلز بر فرکانس طبیعی  

بنا افنزایش تعنداد  6اسنت. بنا توجنه بنه شنکل  شدهدادهنشان  

ی کامپوزیت نسبت به فلز به علت کناهش سنفتی سنازه، هاهیلا
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است. همچنین بنا  داکردهیپ سازه کاهش   بعدیبفرکانس طبیعی  

حرارت بر فرکانس طبیعی   ریتأثافزایش نسبت کامپوزیت به فلز  

 است.  داکردهیپ سازه کاهش  

 
فلز به ازای   نسبتافزایش تعداد لایه کامپوزیتی  ریتأث -7شکل 

 دماهای مختلف

2

1

(1 ) , 5 , 0.05
L h

R m m
E R R


  = − = =

 

 

مشنخص اسننت در  9شنکل و  8شنکل طور کنه از همنان

و سنپس در  ابندییکناهش من یعنطبی فرکانس n≤3  یمودها

n>3  علتنیابنه دهینپد نین. اشودیم یشیافزا یعیفرکانس طب 

 یکمتنر  یروینشنکل سنازه بنه ن  ریینتغ  یاست که در ابتدا برا

 یروینشنکل سنازه بنه ن  ریینتغ  یدر ادامه برا  یاست ول  اکیاحت

مشخص اسنت بنا  8شکل طور که در هست. همان ازین  یشتریب

 کنند،یمن  داینپ   شیافنزا  یعیفرکانس طب  ،یمود فرکانس  شیافزا

 هیپا  یعیدما فرکانس طب  شیبا افزا  9شکل  با توجه به    نیهمچن

 دارند.  ترنییپا  ینسبت به دماها یشتریشده کاهش ب  بعدیب

 
  پوسته شده بعدیب پایه طبیعی فرکانس تغییرات -8شکل 

ی  ودهامود جانبی به ازای م برحسبهیبریدی   یااستوانه

 فرکانسی مختلف 

2 0

1

(1 ) , 50R T k
E


  = −  =

 

 
  ایاستوانه پوسته شده بعدیب  طبیعی فرکانس تغییرات -9شکل 

 جانبی به ازای دمای مختلفمود برحسبهیبریدی 

2

1

4
(1 ) , 5 , 0.05 ,

6
composite

L h
R m m V

E R R


  = − = = =

 

 

مشخص است با افزایش نسنبت   10که در شکل    طورهمان

گیردار فرکانس طبیعنی -طول به شعاع در شرایط مرزی گیردار

امنا در ادامنه در   کندیمشده، در ابتدا سریع کاهش پیدا    بعدیب

 طورهمان. کندیمبا شیو کمتری کاهش پیدا  <L/R   4نسبت

در   بعدیبکاهش فرکانس طبیعی    استمشخص    10که در شکل  

، درنتیجه تغییرات فرکنانس استبیشتر    ترنییپاهای جانبی  مود

 .استی کوتاه هااستوانههای بلند کمتر از در استوانه  بعدیبپایه  

 
  یااستوانه پوسته شده بعدیب  طبیعی فرکانس تغییرات -10شکل 

 شعاع  به طول مودهای جانبی به ازای نسبت برحسبهیبریدی 

2 0

1

4
(1 ) , 0.05 , 50 ,

6
composite

h
R m T K V

E R


  = − =  = =
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با افزایش نسنبت   شدهمشخص  11  که در شکل  طورهمان

سنازه افنزایش  بعندیبضخامت به شعاع فرکانس طبیعی پاینه  

 ، همچنین در نسبت طول به شعاع کمتر فرکانسکندیمپیدا 

که این امر باعث افزایش پایداری سنازه   شودیمطبیعی بیشتر  

نسبت ضخامت به شعاع کمتر باشد   هرچقدر  جهیدرنت.  شودیم

 .شودیمپایداری سازه کمتر 

 
  یااستوانه پوسته شده بعدیب  طبیعی فرکانس تغییرات -11شکل 

  به طول نسبت ضخامت به شعاع ازای نسبت برحسبهیبریدی 

 شعاع مختلف.
0 4

50 ,
6

compositeT K V = =
 

 
 

 بعندیببا افزایش دما فرکانس طبیعنی    12شکل    بهباتوجه

همچنین در شنکل مشنخص اسنت کنه بنا ، کندیمکاهش پیدا 

بیشنتر از   بعندیبگیردار فرکانس طبیعنی  -شرایط مرزی گیردار

و با شنیو کمتنری کناهش   استدیگر از شرایط مرزی مختلف  

. بنابراین استوانه هیبریندی تحنت دمنا بنا شنرایط کندیمپیدا  

گیردار بیشنترین پاینداری را نسنبت بنه شنرایط -مرزی گیردار

 مرزی دیگر دارد.
 

 
  پوسته شده بعدیب  طبیعی فرکانس تغییرات -12شکل 

افزایش دما به ازای شرایط مرزی  برحسبهیبریدی   یااستوانه

 مختلف 

0 4
5 , 0.05 , 50 ,

6
composite

L h
m m T K V

R R
= =  = = 

 

مواد کنامپوزیتی بکنار رفتنه در پوسنته   ریتأث  4در جدول  

بعند بنه ازای   بندون  طبیعنی  ای هیبریدی روی فرکانسانهاستو

است. در هر سه ماده کامپوزیتی با   شدهدادهدمای مختلف نشان  

اسنت.   داکردهیپ شده کاهش    بعدیبافزایش دما فرکانس طبیعی  

-بنرنکه فرکانس طبیعی در حالنت    شودیمهمچنین مشاهده  

 از شنتریباپوکسی به دلیل بالا بنودن مندول الاستیسنیته بنرن، 

 .استشده  قرارگرفتهی موردبررسسایر مواد کامپوزیتی 
 

 

 

 

 

 ی مختلفهاافیالشده با به ازای  بعدیبافزایش دما بر روی فرکانس طبیعی  ریتأث: 4جدول 

T Boron/epoxy Aramid/epoxy Glass/epoxy 

0 165555 /0 100774/0 0937994 /0 

40 142071/0 0887046 /0 0767394 /0 

80 113839/0 0747092 /0 0545856 /0 

120 0757236 /0 0573966 /0 00838795 /0 

2

1

4
( (1 ) , 5 , 0.05 , )

6
composite

L h
R m m V

E R R


  = − = = =
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 یریگجهینت

ی هاپوسننتهدر ایننن پننژوهش بننه بررسننی ارتعاشننات آزاد 

حرارت در شرایط مرزی مختلف   ریتأثتحتای هیبریدی  استوانه

 پرداختنه شندهبر اساس تروری تغییر شکل برشنی مرتبنه اول  

و   آمدهدستبهاست. معادلات حاکم با استفاده از اصل همیلتون  

اسننت.  شنندهحل مربعننات دیفرانسننیلی تعمننیم یافتننهبننا روش 

افزایش دما، افزایش نسبت کامپوزیت بنه   ریتأثبر    لیوتحلهیتجز

فلز، شرایط مرزی مختلف، الیاف مختلف،  نسبت طول به شعاع، 

شعاع به ضخامت، مودهای محیطنی و جننس کامپوزینت بکنار 

 است.   شدهانجامرفته روی فرکانس طبیعی  

 زیر ارائه کرد: صورتبهتوان نتیجه این پژوهش را می

. با افزایش دما فرکانس طبیعی بدون بعد  کناهش پیندا 1

 .کندیم

 ریتنأث. با افنزایش نسنبت کامپوزینت بنه فلنز در سنازه،  2

 شود.حرارت بر فرکانس طبیعی سازه کمتر می

 همنواره پوسنته شنعاع بنه  طنول  نسنبت  مقدار  افزایش.  3

 اینن  ابتندا  در  کنه  شنده  سنازه  طبیعنی  فرکانس  کاهش  موجو

 کمتنری  شنیو  با  ادامه  در  وشده  شروع  تندتری  شیو  با  کاهش

 .یابدمی  کاهش

   بعدیب طبیعی  فرکانس  جانبی مود   افزایش  با.  4

 .یابدمی افزایش سپس  و  کاهش ابتدا در  سازه

ای گیننردار پوسننته اسننتوانه-. در شننرایط مننرزی گیننردار5

 .استهیبریدی دارای بیشترین فرکانس طبیعی پایه  

ی ااسننتوانهپوسننته  بننرای فرکننانس مقنندار بیشننترین. 6

 مننواد از کننامپوزیتی هننایلایننه کننه حننالتی بننرای هیبرینندی

 .میافتد  اتفاق اند شدهساختهبرن/اپوکسی 

. افزایش نسبت شعاع به ضخامت پوسنته باعنث کناهش 7

 .شودای میفرکانس طبیعی پوسته استوانه
 

 لیست علائم

h  ضخامت  

L  طول استوانه  

R  شعاع استوانه 

U  انرژی کرنشی  

T  انرژی جنبشی  

W  کار نیروی خارجی 

Ks  ضریو تصیحیح برشی 

K  ماتریس سختی 

Mi  ممان منتجه 

Ni  نیروی منتجه 

ΔT  اختلاف دما 

Ii  ممان اینرسی 

z  فاصله از سطح میانی 

G  مدول برشی 

E   مدول یان 

Qi  نیروی برشی 

n  شمارنده مود جانبی 

m  مود فرکانسی 

  زاویه الیاف کامپوزیت  

   

 علائم یونانی

ij  
 کرنش   

ij  تنش  

  فرکانس طبیعی  

  فرکانس طبیعی بدون بعد  

υ  ضریو پواسون 

ii  
 ضریو حرارتی 
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