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‌چکیده
راسنتا،   نیاست. در ا نهیشیب هیپا یعیبه فرکانس طب یابیمنظور دست به یتیصفحات کامپوز ینیچ هیلا یها هیزاو نییتع ،مطالعه نیاز ا یهدف اصل

مختلن    یمنرز  طیآزاد صفحه بنا اعمنال شنرا    اتارتعاش لیو تحل هیو تجز ستا شده انیها ب صفحه کیکلاس یمعادلات حرکت با استفاده از تئور

 ،روش نین اسنت. ا  استفاده شنده  افتهی میکوادراچر تعم لیفرانسیشده د رفتار ارتعاشات آزاد از روش شناخته یعدد لیمنظور تحل . بهاست ارائه شده

. سنپس بنا   زنند  یمن  نیهمان تابع در تمام نقاط دامننه، تخمن   افتهی وزن ریمتشکل از مقاد یخط یسر نقطه را توسط  کیتابع در  یمشتقات جزئ

شنده حناکم بنر صنفحه بنا اسنتفاده از        یساز است. معادلات گسسته معادلات حاکم بر صفحه پرداخته شده یساز روش به گسسته نیاز ا ستفادها

 Simulated) دین تبر یسناز  هیشنب  تمیاز روش الگنور  نهیشن یب هین به فرکنانس پا  یابیمنظور دست اند. سپس به حل شده ژهیو ریمقاد لیروش تحل

Annealing) (SA بهره گرفته شده است. بر اساس ،)اسنت کنه در بدسنت     یمناسنب  یکوادراچر روش عدد لیفرانسیروش د، آمده دست به جینتا

 دین تبر یسناز  هیشنب  تمیبا الگنور  این روش انجام شده تا کنون قاتیبرد و مطابق با تحق یبهره م یکم یاز مدت زمان یعیطب یها آوردن فرکانس

 یسناز  هیشنب  تمیالگنور و  کوادراچر لیفرانسید استفاده از روش .است نشده بیترک سازی ارتعاشات آزاد صفحات چند لایه کامپوزیتی جهت بهینه

 دهد. با هزینه زمانی کم ارائه می یتیصفحات کامپوز یساز نهیبه جهتمناسب  یابزار دیتبر

 

 تیکوادراچر، کامپوز لیفرانسید ،یعیارتعاش آزاد، فرکانس طب ،یفراابتکار یساز نهیبه د،یتبر یساز هیشب‌:یدیکل‌یها‌واژه
 

Optimization of fundamental frequency of composite plates by 

simulated annealing method 
 

Amirhassan Torkzadeh, Vahid Khalafi, Hamidreza Zarei 

 

Abstract  
The main goal of this paper is to determine the stacking angles of composite plates in order to achieve the 

maximum fundamental natural frequency. In this regard, the equations of motion have been expressed 

using the Classic Laminat Plate Theory (CLPT), and the free vibration analysis of the plate has been done 

by applying different boundary conditions. In order to numerically analyze the behavior of free 

vibrations, the well-known generalized quadrature differential method has been used. This method 

estimates the partial derivatives of the function at a point by a linear series consisting of the weighted 

values of the same function at all points of the domain. Then, using this method, discretization of 

governing equations of the plate has been done. The discretized equations governing the plate have been 

solved using the eigenvalue analysis method. Then, in order to achieve the maximum fundamental 

frequency, the Simulated Annealing (SA) method is used. According to the obtained results, the 

differential quadrature method is found to be a suitable numerical method that requires short computation 

time to obtain natural frequencies. So far, this method has not been combined with the simulated 

annealing algorithm for optimizing the free vibrations of composite laminated plates, according to 

previous research. The combination of the differential quadrature method and the simulated annealing 

algorithm provides an effective tool for optimizing composite plates with minimal time cost. 

Key words: Simulated Annealing, Metaheuristic Optimization, Free Vibration, Natural Frequency, 

fundamental frequency, Differential Quadrature, Composite.  
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‌مقدمه

ارتعاشات  لیها تحل سازه یاز موضوعات مهم در طراح یکی

در وقنو    ریتنخخ  یتنلاش بنرا   ل،ین تحل نیاست. هدف از انجام ا

بنودن   کین نزد لین منظنور، بنه دل   نیاست. به هم دیتشد دهیپد

فرکنانس از   نین ا یبررسن  د،یتشند  طیسازه به شرا هیفرکانس پا

صننفحات تخننت  ،یبرخننوردار اسننت. از طرفنن یاژهننیو تینناهم

در  یا از اجزاء مهم که کاربرد گسنترده  یکیعنوان  به یتیامپوزک

و ... دارننندش شننناخته  کیننعمننران، مکان ریننمختلنن  نظ عیصنننا

بنا هندف    هیفرکانس پا یساز نهیبه ها، هیلا ی. در طراحنشوند یم

بنه   ،یخنارج  کین بر اثنر تحر  جادشدهیا دیکناهش خطنر تشند

 نند یدر فرا تنوان  ی. من دین افزا یموضنو  من   نین ا یبررسن  تیاهم

تعنداد و   ،یتیصنفحه کنامپوز   کی یهیفرکانس پا ،یسناز ننهیبه

قرار داد.  یرا مورد بررس افیو جهت ال ها هینو  مواد، ضخامت لا

 یاز کاربردهنا  یارینکته توجه نمود که در بسن نیبه ا دیالبته با

و  نیاسنتاندارد بنا ضنخامت معن یهنا نهیاستفاده از لا یمهندس

مسنئله،   نیا یمرسوم است. در بررس نایاز زوا یودتعنداد محند

 عیوسن  اریبسن  توانند  یها م هندسه ساده، محدوده پاسخ رغم یعل

 اریمعمنول بسن   وهیموضنو  بنه شن    نیا یبررس که ینحو باشد به

مفهنوم، در   نین سناده ا  انین و ب نینی منظنور تب  بر است. بنه  زمان

 یرامعمنول دا  وهیمتقارن به شن  یتیصفحات کامپوز یساز نهیبه

 یبررسن  ،یحن طرا ریعنوان متغ به ینیچ هیلا یایبا فرض زوا ه،یلا

هدف با  نیبه ا یابیاست. دست ازیمورد ن هیحالت در محدوده زاو

 یمحاسنبات  شرفتهیپ یشده، مستلزم زمان و ابزارها انیب طیشرا

  است.

کناهش زمنان    یسناز  ننه یاز مسائل مهم در مسائل به یکی

از  تنوان  یهندف، من   نین بنه ا  یابیدسنت  یاسنت. بنرا   یمحاسبات

 یهنا  که به حل مسنائل نسنبت بنه روش    یعدد نینو یها روش

منظنور، بنا    نیبهره گرفنت. بنه همن    اند، دهیسرعت بخش نیشیپ

 لیننمنظننور تحل مهندسننان بننه ،یمحاسننبات یابزارهننا شننرفتیپ

 یهنا  روش ق،ین به پاسخ دق عیسر یابیو دست یکیزیف یها دهیپد

 لیفرانسن یروش د 1بلمنن  چنارد یرا به کار بستند. ر یعدد نینو

روش  نی[. ا1نمود ] یمعرف یلادیرا در دهه هفتاد م 2کوادراچر

 یخطن  یسنر  کین نقطنه را توسنط    کیتابع در  یمشتقات جزئ

همنان تنابع در تمنام نقناط دامننه،       افتهی وزن ریمتشکل از مقاد

منظننور توسننعه روش  . محققننان بننا تننلاش بننهزننند یمنن نیتخمنن

                                                      
1 Richard Bellman 
2 Generalized Differential Quadrature Method (GDQM) 

روش بننا  کیننبننه  لیروش را تبنند نیننکننوادراچر، ا لیفرانسننید

بننه مطالعننه  4و لئننو  3ویننل[. 2اسننت ] کننرده عیسننر یننیهمگرا

با استفاده  میدر صفحات نسبتاً ضخ یو ماد یهندس یوستگیناپ

 قنناتیتحق ناین  در. انند  کنوادراچر پرداختننه  لیفرانسن یاز روش د

 یشننکل بررسنن  یلیارتعنناش آزاد و کمننانش صننفحات مسننتط  

مرتبنه اول اسنتفاده    یبرشن  یپژوهش از تئور نای در. است‌شده

 یمنرز  طیکه عبارتند از صفحه بنا شنرا   لهت و سه مسئشده اس

تنرک   یو صنفحه دارا  یمناد  یوستگیناپ یصفحه دارا ،یبیترک

پنژوهش   نیحاصل از ا جیاند. نتا مورد مطالعه قرار گرفته یمرکز

طنول تنرک مقندار     شیو با افزا کند یم دیروش تخک نیبه دقت ا

 یهنا  در پژوهش ویل. [3-5] کند‌یم داپی کاهش بار و ها‌فرکانس

و ارتعاش  کیرفتار استات یروش به بررس نیبا استفاده از ا گرید

[. 6و 7]پرداخنت   یوسنتگ یناپ یشکل دارا یآزاد صفحات منحن

 5(، به بررسی رفتار آیروترموالاسنتیک 2014) یشاهوردخلفی و 

در جرینان منافوو و مناورای     6صفحه متشکل از منواد هدفمنند  

. در اینن  انند  پرداختنه توسط روش دیفرانسنیل کنوادراچر    صوت

پژوهش معادلات حاکم بر صفحه بر اساس نظریه کلاسیک ورو 

رفتنه شنده   و رفتار سازه غیرخطنی در نظنر گ   اند شدهاستخراج 

بننا اسننتفاده از روش   (2020) ادی و همکننارانسننفر [.8]اسننت

صفحات کامپوزیت بنا  ناپایداری دینامیکی  کوادراچر لیفرانسید

شاهوردی و همکناران   [.9]مورد مطالعه قرار دادندسختی متغیر 

بررسننی رفتننار را بننرای  روش دیفرانسننیل کننوادراچر[ 11، 10]

ات بنر اسناس تئنوری کلاسنیک صنفحه بنرای       صفحدینامیکی 

شرایط مرزی مختلن ، و هندسنه هنای پیچینده و دارای تنرک      

وش دیفرانسیل کوادراچر رتوسعه دادند. آنها همچنین با ترکیب 

ارتعاشات آزاد صفحات چند لایه بهینه سازی و الگوریتم ژنتیک 

   [.12را مورد بررسی قرار دادند ]کامپوزیتی 

 تمیالگننور کینن ،(SA) 7دیننتبر یسنناز هیشننب تمیالگننور

سنناده و اثننربخش در حننل مسننائل   یفراابتکننار یسنناز نننهیبه

 تمیالگنور  نین بنزر  اسنت. ا   یجستجو یدر فضاها یساز نهیبه

جستجو گسسته باشند.   یکه فضا شود یاستفاده م یزمان شتریب

 یکلن  ننه یبه یبرا یبیپاسخ تقر کی داکردنیکه پ یمسائل یبرا

در زمنان   یمحل نهیبه یبرا قیپاسخ دق کیداکردن یتر از پ مهم

                                                      
3 Liew 
4 Liu 
5 Aerothermoelastic 
6 Functionally Graded Material 
7 Simulated Annealing (SA) 

https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=2&cad=rja&uact=8&ved=0CCcQFjAB&url=http%3A%2F%2Ftellspell.com%2Flatin%2Faerothermoelasticity%2F3895%2F&ei=ge-0VOCcJoq7ygP44oHICw&usg=AFQjCNH14ij4J54ATYEwoTOfKGckn-u4DQ&bvm=bv.83339334,d.bGQ
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=2&cad=rja&uact=8&ved=0CCcQFjAB&url=http%3A%2F%2Ftellspell.com%2Flatin%2Faerothermoelasticity%2F3895%2F&ei=ge-0VOCcJoq7ygP44oHICw&usg=AFQjCNH14ij4J54ATYEwoTOfKGckn-u4DQ&bvm=bv.83339334,d.bGQ
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&sqi=2&ved=0CCIQFjAA&url=http%3A%2F%2Fen.wikipedia.org%2Fwiki%2FFunctionally_graded_material&ei=4e-0VI3BHMOfyAPeq4LgAw&usg=AFQjCNHyfNdNtQ_yX8LK9v7rVjrGjURjPQ&bvm=bv.83339334,d.bGQ
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&sqi=2&ved=0CCIQFjAA&url=http%3A%2F%2Fen.wikipedia.org%2Fwiki%2FFunctionally_graded_material&ei=4e-0VI3BHMOfyAPeq4LgAw&usg=AFQjCNHyfNdNtQ_yX8LK9v7rVjrGjURjPQ&bvm=bv.83339334,d.bGQ
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شنده ممکنن اسنت     یساز هیشب دیاست، تبر یمحدود و مشخص

 تین ارجح یدارا یکاهشن  انین ها مانند گراد روش ینسبت به باق

 بین مطالعنه، بنه توسنعه ترک    نیدر ا به همین دلیل. [13باشد ]

 یبنرا  دین تبر یسناز  هیشب تمیکوادراچر و الگور لیفرانسیروش د

است  پرداخته شده یتیپوزصفحات کام هیفرکانس پا یساز نهیبه

 کیکلاسن  یسنازه، از تئنور   یسناز  هیشنب  یمنظور برا نیکه بد

حاکم بر سازه از  معادلاتحل  یاست. برا ها  استفاده شده صفحه

 هین فرکانس پا یساز نهیمنظور به کوادراچر و به لیفرانسیروش د

 است. استفاده شده د،یتبر یساز هیشب تمیاز روش الگور

را  یجینتنا به عنوان یکی از پیشنتازان اینن عرصنه     8برت

ورقننه متعننادل متقننارن  کینن یحننداک ر فرکننانس اساسنن یبننرا

 [.14] ارائنه داد  دین تبر یسناز  ننه یبه کمک روش به یتیکامپوز

متفناوت در   یمرز طیصفحات با شرا یمسئله را برا نیبرت هم

بنا   چشیپن  -مطالعات، اثنرات خمنش   نینظر گرفت. در هر دو ا

 کین آوردن  دست به یبرا یشناخته شده قبل یها کمک فرکانس

در  ینیشن یداننش پ  نیشد، بننابرا  یبیحل به شکل بسته تقر راه

انباشنته   یهنا  یتنوال  یکنه دارا  ییهنا  هیلا یمورد فرکانس اساس

و  9ام فرانکننو کتننوریو [.15] بننود ازیننهسننتند، مننورد ن یخاصنن

 یهنا  سنازه  یطراحن  یشنده بنرا   نهیبه یها مدل [16]همکاران 

ارائه دادند کنه در   دیتبر یساز هیبا استفاده از روش شب یقیتطب

شنده و بنر اسناس     ننه یالمان محندود به  یها به کمک مدل آن

و  یکیرفتنار مکنان   یکه برا یمرتبه بالاتر ییجا جابه یها دانیم

هننا و  بننا محننرک یتیکننامپوز هیننچندلا یهننا هسنناز یکننیالکتر

اعمنال   یسنطح  ونند یپ این  و شده هیتعب کیزوالکتریپ یحسگرها

 نین طرح اجرا شده در ا. اند مطالعات خود را انجام داده شوند، یم

بنا   انین بنر گراد  یهای مبتن مورد روش طور که در مطالعه، همان

 ینی همگرا یابیاست، به باز شده دهید وستهیپ یطراح یرهایمتغ

بنه شنرو  مجندد     ازین نکهیبدون ا ،یمحل نهیبه کیزودرس به 

و  این دو م نال گو  واست  باشد، کمک نموده نهیبه یطراح ندیفرآ

و همکناران   یعلن   .اند. ها بحث نموده ارائه و در مورد آن یا ساده

منظننور  بننه م،یمسننتق تبرینند یسنناز هیشننب تمیدر از الگننور [17]

 اسنتفاده  یتیکنامپوز  یها هیدر لا وستهیپ یرهایمتغ یساز نهیبه

حداقل(  ای)حداک ر  یسراسر نهیبه نیبهتر افتنینمودند که در 

 یا یذاتن  یها یدشوار یمحل نهیاز نقاط به یادیتعداد ز انیاز م

مشننکلات  نیشنندن بننا چننن  مواجننه یکننه بننرا  نهفتننه اسننت

                                                      
8 Bert 
9 Franco 

 یانتخناب  یها روش میمستق یجستجو یها روش ،یا یساز نهیبه

 یسناز  ننه یبه تمیگورال کی تبرید یساز هیهستند و شب یمناسب

 یبن یترک یسناز  ننه یمسنائل به  یاست که برا یتصادف یسراسر

 [18] شنان یو همکنار ا  10ساوران است.  شده ی)گسسته( طراح

-تین گراف یبن یترک یهنا  هین با لا تیکامپوز یتصادف یساز نهیبه

و  یدر جهت به حداک ر رساندن فرکنانس اساسن   یاپوکس کتان/

 دهند  یمقاله نشان من  نیا جینتا ارائه دادند. نهیحداقل کردن هز

 یشنهادیپ یاپوکس کتان/-تیگراف نهیبه یتیکه ساختار کامپوز

از نظر حداک ر فرکنانس   یاپوکس /شهیش-تیگراف جهیبهتر از نت

اسنت کنه    مشخص شده نیاست. همچن نهیو حداقل هز یاساس

 و (NM) 12مید-نلدر، (DE) 11لیفرانسیتکامل د یها تمیالگور

را در مقابنل   یا سنه یعملکرد قابنل مقا  (SA) دیتبر یساز هیشب

 یمشکلات طراحن  ی( براACO) 13ها مورچه یکلون یساز نهیبه

 .دهند ینشان م یتیکامپوز یها هیساختار چندلا

منظننور بهینننه سننازی ارتعاشننات آزاد  بننهر، در کننار حاضنن

صفحات چند لایه کنامپوزیتی، بنرای اولنین بنار ترکینب روش      

سنازی سنازه و الگنوریتم     عددی دیفرانسیل کوادرچر برای شبیه

سناز توسنعه داده شنده     به عنوان ابنزار بهیننه   دیتبر یساز هیشب

سنازی بنا    است. توسعه این روش موجب ارائه ینک اینزار بهیننه   

فتارهنای صنفحات چندلاینه    هزینه زمنانی کنم بنرای بررسنی ر    

 شده است.کامپوزیتی 

  

‌یتیکامپوز‌هیمعادلات‌حاکم‌بر‌صفحه‌چندلا

 هین رفتار حاکم بر سنازه )ورو( از نظر  یساز هیمنظور شب به

 ییجنا  جابه دانیم هینظر نی. در اشود یورو استفاده م کیکلاس

 ارضا شود.  رشه یک اتیکه فرض شود یانتخاب م یبه نحو

 اند از: عبارت هینظر نیمورد استفاده در ا اتیفرض

 شنکل  ریین قبنل از تغ  یانین خطوط عمود بر صنفحه م  •

همچنان خط راسنت   زیشکل ن رییبعد از تغ که ،باشند راست می

 .مانند یم یباقو عمود 

 .دهند یطول نم رییتغ یانیخطوط عمود بر صفحه م •

 1شنکل لبنه ورو در شنکل     ریین فوو بر تغ اتیفرض ریتخث نحوه

 است. داده شده شینما

                                                      
10 Savran 
11 Differential Evolution (DE) 
12 Nelder-Mead (NM) 
13 Ant Colony Optimization (ACO) 
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‌[19]‌رشهفیک‌اتیشکل‌لبه‌ورق‌با‌فرض‌رییتغ‌یشما‌-1شکل‌

 

نسبت به استخراج روابنط   توان یم اتیفرض نیبا توجه به ا

در دستگاه  یلیاقدام کرد. ورو مستط ییجا جابه دانیحاکم بر م

عمنود   zکنه   یدر حالت h( با ضخامت x,y,z) نیمختصات کارتز

باشد فرض  یانیمنطبق بر صفحه م xyو صفحه  یانیبر صفحه م

نقطنه واقنع در    یبنرا ( x, y, z) ییجنا  . بنا فنرض جابنه   شود یم

شکل بنه مختصنات    رییتغنقطه پس از  نی(، اx, y, zمختصات )

(x+u, y+v, z+wمنتقل م )نقاط  یها یی. چنانچه جابجاشود ی

( نشان داده شود، بنا توجنه   u0, v0, w0با ) یانیواقع در صفحه م

 بیان شنده  (1)در رابطه  ییجا جابه دانیم رشه ،یک اتیبه فرض

 .[19] است

(1) 

0
0

0
0

0

( , , )
( , , , ) ( , , )

( , , )
( , , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

w x y t
u x y z t u x y t z

x

w x y t
v x y z t v x y t z

y

w x y z t w x y t


 




 





 

 

در  یانین م هین لا ییجنا  جابنه  بین ( به ترتu0, v0, w0در آن ) که

 .باشد ی( مx, y, z) یراستا

 ورو کلاسیک تئوری در کوچک یها شکل تغییر درنظرگرفتن با

 .شود می بیان (2)رابطه  صورت به ییجا جابه -کرنش رابطه

(2)      0 z k   

 :آن در که

(3)  

0

0 0

0

xx x

yy y

xy y x

u

v

u v



 



   
   

    
     

 

 و غشایی های کرنش بردار مبین

(4)  
2

xx xx

yy yy

xy xy

k w

k k w

k w

   
  

     
      

 

 بنرای  کرنش -تنش است. رابطه خمشی های کرنش بردار بیانگر

 .[19] شود بیان می (5)رابطه  شکل به ارتوتروپ لایه یک

(5) 
11 11 12 11

22 12 22 22

12 66 12

0

0

0 0

Q Q

Q Q

Q

 

 

 

     
    

    
         

 

 (6)رابطه  شکل به که است سفتی ضرایب معرف Qijآن  در که

 .[19] شوند می تعری 

(6) 

11 22
11 22

12 12 12 12

12 22 21 11
21 122 2

66 21

,
1 1

,
1 ( ) 1 ( )

E E
Q Q

E E
Q Q

z z

Q G

   

 

 

 
 

 
 



 

 مختصات در هیلا تک یک برای را کرنش و تنش روابط (5) رابطه

 دسنتگاه  در روابنط  اینن  برای بینان . کند را بیان می 2-1اصلی 

 اخنتلاف  اصنلی  دسنتگاه  ( بنا 2شکل ) همانند ( کهx, yمرجع )

 .[19] شود بیان می (7)رابطه  صورت به ،دارد θای برابر  زاویه

 
‌[19]‌لایه‌کامپوزیتی‌جهات‌اصلی‌و‌مرجع‌در‌یک‌-1شکل‌

‌
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(7) 
11 12 16

12 22 26

16 26 66

xx xx

yy yy

xy xy

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

 

 

 

    
    

    
    

    

 

 آن در که

(8) 

4 4

11 11 22

2 2

12 66

2 2

12 11 22 66

4 4

12

4 4

22 11 22

2 2

12 66

3

16 11 12 66

3

12 22 66

26 11 12 66

cos sin

2( 2 )sin cos

( 4 )sin cos

(sin cos )

sin cos

2( 2 )sin cos

( 2 )sin cos

( 2 )sin cos

( 2 )

Q Q Q

Q Q

Q Q Q Q

Q

Q Q Q

Q Q

Q Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q Q

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

  

  

   3

3

12 22 66

2 2

66 11 22 12 66

4 4

66

sin cos

( 2 )sin cos

( 2 2 )sin cos

(sin cos )

Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q

 

 

 

 

  

   

 

 

رابطنه   صورت به صفحه از خارج و گشتاور ای صفحه میان نیروی

 آید. می به دست (9)

(9) 2

2

( , ) (1, )
h

hN M z dz


  

 آید می به دست (10)، رابطه (9)در  (7رابطه ) قراردادن با

 

(10)  
 

0
N A B

M B D k

      
    

      

 

 

 از خنارج  گشنتاور  Mصنفحه،   مینان  نیروی Nآن  در که

 -مناتریس سنختی   ترتینب  به Dو  A ،Bهای  ماتریس و صفحه

 -سنختی  ماتریس و خمشی -کششی -سختی ماتریس کششی،

رابطه  صورت به Dو  A ،Bسختی  های ماتریس باشد. می خمشی

 شود. می بیان (11)

(11) 

11 12 16

12 22 26

16 26 66

11 12 16

12 22 26

16 26 66

11 12 16

12 22 26

16 26 66

,

,

A A A

A A A A

A A A

B B B

B B B B

B B B

D D D

D D D D

D D D

 
 


 
  

 
 


 
  

 
 


 
  

 

 

(12) 22

2

( , , ) (1, , )
h

hij ij ij ijA B D Q z z dz


  

 

 در متقارن صورت به را چینی لایه حاضر کار در که آنجا از

 و شنود  صفر می برابر Bماتریس  نتیجه در است گرفته شده نظر

 از خنارج  گشتاور و صفحه میان نیروی که شود می سبب امر این

 بیان شود. (13)رابطه  شکل به صفحه

(13) 

11 12

12 22

66

11 12

12 22

66

xx xx yy

yy xx yy

xy xy

xx xx yy

yy xx yy

xy xy

N A A

N A A

N A

M D k D k

M D k D k

M D k

 

 



 

 



 

 



 

 

‌حرکت معادلات

 به متقارن کامپوزیتی چندلایه صفحه بر حاکم حرکت معادلات

 باشد می (14)رابطه  شکل

(14) ..

, , ,2xx xx xy xy yy yyM M M h w   

 

 معنادلات  در صنفحه  از خارج گشتاور روابط یگذار یجا از

 یتیکنامپوز  منواد ی کیمکان رفتار روابط درنظرگرفتن با و حرکت

 .بود خواهد (15)رابطه  صورت به معادلات نیا یکل شکل
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(15) 

4 4

11 164 3

4

12 66 2 2

4 4 2

26 223 4 2

4

2( 2 )

4

w w
D D

x x y

w
D D

x y

w w w
D D h

x y y t


 

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
 

 
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  
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‌

‌معادلات‌به‌GDQMروش‌‌اعمال

 روابط افتهی میتعم کوادرچر لیفرانسید روش اعمال با حال

 روش توسننطی جزئنن یهننا مشننتق نیتخمنن یبننرا شننده ارائننه

 و شده یساز گسسته آمده دست به معادلات کوادرچر لیفرانسید

 یتیکننامپوز چندلایننه ورو بننر حنناکم آزاد ارتعاشننات معادلننه

 .دیآ یم به دست (16) رابطه صورت به

(16) 

(4) (3) (1)

11 1 1 16 1 2 1 2

1 1 1 1 2 1

(2) (2)

12 66 1 2 1 2

1 1 2 1

(1) (3)

26 1 2 1 2

1 1 2 1

(4) 2

22 2 2

2 1

4

2( 2 )

4
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N N M

ik k j ik jk k k

k k k

N M
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N M
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M

jk ik

k
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D D Ax Ay W

D Ax Ay W

D Ay W h W

for i N j M

 
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 

 





 



 

 

 







 

 (17)رابطنه   شنکل  بنه  (16) رابطنه  یمرز طیشرا اعمال با حال

 شود می نوشته

(17)    
   

2
0bbb bd

ddb dd d

K K
h

K K


 



     
    

   

 

ẟ سیرنویز و بوده جایی جابه یها مؤلفه بردار b  دهنند   نشنان 

 در یمنرز  طیشنرا  کنه  اسنت  مجناور نقاط  و مرز در شبکه نقاط

 مشنخص  را شبکه نقاط ریسا d سیرنویز. است شده اعمال ها آن

رابطنه   شنکل  بنه  را آن تنوان  می دستگاه نیا حل یبرا. کند می

 .کرد یسیبازنو (18)

(18) 1 2( ( ) )dd db bb bd d dK K K K h     

های طبیعی ساختار موردنظر بنا حنل مسنئله مقننادیر      فرکانس

 ωآن  درکنه   آیند  منی  دسنت  بنه  (18) وینژه اسنتاندارد رابطنه   

فرکنانس طبیعنی صنفحه چنند لاینه       .اسنت  طبیعنی  فرکنانس 

 بی بعد شده است. (19)کامپوزیتی مطابقه رابطه 

(19) 
0

h
a

D


  

 که در آن

(20) 
3

22
0

12 2112(1 )

E h
D

 



 

‌آن قیود و هدف تابع تعیین

هنا   هین لا دمانین چ نیبهتنر  افتنین  هندف  ،مطالعنه  نیا در

 هین پا یعن یطب فرکنانس  پنارامتر  ممیماکسن  پینداکردن منظور  به

 تنابع  جنه ینت در. باشند  منی  متقنارن  یتیکامپوز چندلایه صفحه

 در کنه  باشند  یعن یطب فرکنانس  ریمقناد  انگریب یستیبا یم هدف

 GDQM روش از استفاده با آن آوردن دست به نحوه قبل بخش

 کنه  یمجهنول  ریمقناد  یعنیمسئله  یطراح یرهایمتغ. شد انیب

 ننه یبه هندف  تنابع  ها آن یازا به که ندیآ به دست ای گونه به دیبا

)لایه  هیچندلا افیال یایزوا رهایمتغ نیا قیتحق نیا در که شود

k )باشند می. 

(21) 
1 2

1 2

( , ,..., )

( , ,..., )

90 90

k

k

k

Find

Maximize

Subject to

   

  





  

  

 

 چیننی  هین چنون لا  باشندش  یمن  ها لایه تعداد نص  K آن در که

 باشد.  می متقارن صورت به

 

‌نتایج

 یمربعن  لیفرانسیروش د ییو همگرا یمنظور اعتبارسنج به

(DQMفرکانس ) شده پنج مند اول صنفحه    بعد یب یعیطب یها

اننوا    ی( بنرا SSSSسناده )  یلنولا  یمنرز  طیهمسانگرد با شرا

اسنت و   آورده شده 1آمده و در جدول  دست تعداد نقاط شبکه به

 1جدول  زطور که ا است، همان شده سهی[ مقا17مرجع ] جیبا نتا

، جواب مسئله 10در  10مشخص است بعد از تعداد نقاط شبکه 

صنفحه   یآمنده بنرا   دسنت  بنه  جینتنا  نیاست، همچن همگرا شده

 اریمطابق بس ی[ دارا20ارائه شده در مرجع ] جیهمسانگرد با نتا

مربوط به  یدرک بهتر موضو ، شکل مدها ی. براباشد یم یخوب

 یمنرز  طیبنا شنرا   گردصنفحه همسنان   اول یعیپنج فرکانس طب

آورده  3 در شننکل 15در  15تعننداد نقنناط  یسنناده بننرا یلننولا

 است. شده
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Mode 1 

 

 
Mode2 

 

 
Mode 3 

 

 
Mode 4 

 

 
Mode 5 

مد‌صفحه‌همسانگرد‌با‌شرایط‌مرزی‌لولای‌ساده‌‌شکل‌-‌3شکل
(SSSS)‌

‌یلولا‌یمرز‌طیبا‌شرا‌زوتروپیبعد‌صفحه‌ا‌یب‌یعیفرکانس‌طب‌-1ل‌جدو

‌(SSSSساده‌)

Method 
Mode 

1 2 3 4 5 

Present (7x7) 19.7844 45.663 45.663 73.5304 73.8524 

Present (8x8) 19.7606 50.4658 50.4658 80.2684 86.5088 

Present (9x9) 19.7385 49.8171 49.8171 79.5339 110.9824 

Present (10x10) 19.7389 49.2998 49.2998 78.8987 102.2412 

Present (11x11) 19.7392 49.3258 49.3258 78.9296 98.0714 

Present (12x12) 19.7392 49.3494 49.3494 78.9586 98.4154 

Present (13x13) 19.7392 49.3487 49.3487 78.9576 98.7319 

Present (14x14) 19.7392 49.3480 49.3480 78.9568 98.7123 

Present (15x15) 19.7392 49.3480 49.3480 78.9568 98.6947 

Leissa [20] 19.7392 49.3480 49.3480 78.9568 98.6960 

 

صفحه  یمربع لیفرانسیروش د ییدادن کارا منظور نشان به

( در ϴ, - ϴ, ϴ) ینیچ هیمتقارن با لا هیلا سه تیاز مواد کامپوز

 .باشد یم ریصورت ز است که خواص آن به شدهنظر گرفته 
 

 
1 2

12 2 13 2 23 2

12

/  2.45

/ / /  0.48

 0.23

8000 / 3

E E

G E G E G E

v

kg m




  



 

 

 

با استفاده از  یتیصفحه کامپوز بعد بی یعیطب یها فرکانس

 رابطه
0

h
a

D


  است.  شده بیان 

 

شده بنا   بعد یب یتیصفحه کامپوز یعیطب یها فرکانس پنج

( و SSSSسناده )  یلنولا  یمرز طیشرا یمختل  برا افیال هیزاو

آورده  3و  2 یهننا در جنندول بینن( بننه ترتCCCC) رداریننگ

است. با توجنه بنه    شده سهی[ مقا21]جع مر جیاست و با نتا شده

 یمربعن  لیفرانسیآمده از روش د دست به جینتا 3و  2 یها جدول

 یمطابقننت خننوب ی[ دارا21]جننع ارائننه شننده در مر جیبننا نتننا

 .باشد یم

کارایی و دقت روش دیفرانسنیل   دادن نشانهمچنین برای 

صننفحات چندلایننه کننامپوزیتی، شننکل  کننردن منندلمربعننی در 

بنرای   (45,45-,45)ی صفحه کامپوزیتی با لاینه چیننی   مودها

بنه   (CCCC)و گینردار   (SSSS)شرایط منرزی لنولای سناده    

 است. آورده شده 5و  4های  ترتیب در شکل
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فرکانس‌طبیعی‌بی‌بعد‌صفحه‌کامپوزیت‌سه‌لایه‌با‌لایه‌‌‌-‌2جدول

‌(SSSS)ی‌مختلف‌و‌شرایط‌مرزی‌لولای‌ساده‌ها‌ینیچ

Layup Method 
Mode 

1 2 3 4 5 

(0,0,0) 
Present 15.17 33.25 44.39 60.68 64.46 

Chow [21] 15.19 33.31 44.52 60.78 64.55 

(15,-15,15) 
Present 15.4 34.03 43.82 60.73 66.56 

Chow [21] 15.37 34.03 43.93 60.8 66.56 

(30,-30,30) 
Present 15.86 35.77 42.53 61.28 71.55 

Chow [21] 15.86 35.77 42.48 61.27 71.41 

(45,-45,45) 
Present 16.09 36.83 41.7 61.65 76.86 

Chow [21] 16.08 36.83 41.67 61.65 76.76 

‌
فرکانس‌طبیعی‌بی‌بعد‌صفحه‌کامپوزیت‌سه‌لایه‌با‌لایه‌‌-‌3جدول

‌(CCCC)ی‌مختلف‌و‌شرایط‌مرزی‌گیردار‌ها‌ینیچ

Layup Method 
Mode 

1 2 3 4 5 

(0,0,0) 
Present 29.08 50.78 67.26 85.59 87.06 

Chow [21] 29.13 50.82 67.29 85.67 87.14 

(15,-15,15) 
Present 28.89 51.39 65.89 84.47 89.66 

Chow [21] 28.92 51.43 65.92 84.55 89.76 

(30,-30,30) 
Present 28.51 53.1 62.66 83.76 95.09 

Chow [21] 28.55 53.15 62.71 83.83 95.21 

(45,-45,45) 
Present 28.33 54.6 60.4 83.59 101.9 

Chow [21] 28.38 54.65 60.45 83.65 102 

 

 GDQMو روش  SA تمیالگنور  یساز نهیروش به ییکارا

است با کنار انجنام شنده     سازه استفاده شده یساز مدل یکه برا

 یلیروش ر هیبر پا هیچندلا یساز نهی[ که از به22] تایتوسط نار

 هینننلا 20و  18، 16، 14، 12، 10، 8صنننفحات  یبنننرا تنننزیر

 سنه ی، مقاa/b=1مختلن  و   یمنرز  طیمتقارن با شرا یتیکامپوز

یی که در هنگام ساخت ها تیاست. با توجه به وجود محدود شده

برابنر   یسناز  نهیدر هنگام به افیال هیزاو شیگام افزا وجود دارد،

 یساز نهیهبمربوط به  جی. در ادامه نتادر نظر گرفته شده است 5

آورده  4متقنارن در جندول    هین لا 8 ینن یچ هیو لا هیفرکانس پا

 ,SSSSمختلن  )  یها حالت یورو برا یمرز طیاست. شرا شده

SSSC, SSCC, SCSC, CCCS, CCCC   در نظنر گرفتنه )

 تمیآمنده از الگنور   دسنت  به جینتا 4است. با توجه به جدول  شده

[ 22مرجنع ]  درارائنه شنده    جی( بنا نتنا  SA) دین تبر یساز هیشب

 تمیکه الگنور  دهد ینشان م جی. نتاباشد یم یمطابقت خوب یدارا

SA یهنا  فرکنانس  یساز نهبهیتوانسته است از عهده  یبه خوب 

 .دیبرآ یتیصفحات کامپوز ینیچ هیو لا هیپا

 
Mode 1 

 
Mode 2 

 
Mode 3 

 
Mode 4 

 
Mode 5 

کامپوزیتی‌با‌لایه‌چینی‌‌چندلایه‌صفحه‌شکل‌مد‌پنج‌‌-‌4شکل

 (SSSS)لولای‌ساده‌‌شرایط‌مرزی‌و‌(45,45-,45)



   یزارع ،یترک زاده، خلف                                             یهوانورد یمهندس یپژوهش -یعلم یهنشر           

 1404بهار و تابستان ، اول، شماره بیست و هفتمسال             
110‌‌/ 

 
Mode 1 

 
Mode 2 

 
Mode 3 

 
Mode 4 

 
Mode 5 

کامپوزیتی‌با‌لایه‌چینی‌‌چندلایه‌صفحه‌شکل‌مد‌پنج‌-‌5شکل

 (CCCC)گیردار‌‌شرایط‌مرزیو‌‌(45,45-,45)

دست آورده شنده از لحنا     به هیپا یعیفرکانس طب ریمقاد

 طیشنرا  ریین . بنا تغ باشد می[ 22] مرجعحد وسط  ،یمقدار عدد

طور  به هیفرکانس پا ریمقاد رداریگ یساده به لولا یاز لولا یمرز

 ریدر مقناد  ریین تغ زانین م نیشنتر ی. باسنت  افتهی شینامنظم افزا

 SCSCبه  SSCC یمرز طیشرا رییدر تغ هیپا یعیفرکانس طب

منبع  جیدست آمده به نتا به ینیچ هیلا یایاتفاو افتاده است. زوا

 یطورکل مذکور به منابعبا  جیاست هرچند که نتا تر کینزد[ 22]

 .دارد یمطابقت خوب

 
 8 کامپوزیتی صفحه چینی لایه و بهینه پایه فرکانس مقایسه‌‌-‌4جدول

‌متقارن ای لایه
Edges 

BCs 

Ω opt. Ply angles (◦) 

[22] SA [22] SA 

SSSS 56.32 56.3432 [45/-45/-45/-45]s [45 -45 -45 -45]s 

SSSC 65.27 66.7326 [90/75/-60/-60]s [60 -60 -60 -60]s 

SSCC 68.72 72.0509 [0/45/-45/-45]s [-45 45 45 45]s 

SCSC 90.89 90.8944 [90/90/90/90]s [-90 -90 90 90]s 

CCCS 91.99 91.9944 [0/0/0/0]s [0 0 0 0]s 

CCCC 93.67 93.6661 [0/90/0/90]s [0 90 90 90]s 

 

 هیننصننفحه چندلا یعننیطب پایننه فرکننانس 6و  5جننداول 

 ینننیچ هین و لا یاپوکسن / تیننمتقنارن از جننس گراف   یتیکنامپوز 

 است. هیلا 12و  10 یمربوط برا

 
‌‌10یتیصفحه‌کامپوز‌ینیچ‌هیو‌لا‌نهیبه‌هیپا‌یعیفرکانس‌طب‌‌-‌5جدول

‌متقارن‌یا‌هیلا

Edges BCs Opt. method Ω opt. Ply angles (◦) 

SSSS SA 56.5271 [45 -45 -45 -45 45]s 

SSSC SA 66.8878 [-60 60 60 60 -60]s 

SSCC SA 72.3484 [-45 45 45 45 45]s 

SCSC SA 90.8944 [90 -90 90 -90 -90]s 

CCCS SA 91.9944 [0 0 0 0 0]s 

CCCC SA 93.6664 [-90 0 0 0 90]s 

 
‌‌12یتیصفحه‌کامپوز‌ینیچ‌هیو‌لا‌نهیبه‌هیپا‌یعیفرکانس‌طب‌‌-6ل‌جدو

‌مختلف‌یمرز‌طیبا‌شرا‌یا‌هیلا

Edges BCs Opt. method Ω opt. Ply angles (◦) 

SSSS SA 56.525 [-45 45 45 -45 45 45]s 

SSSC SA 66.886 [60 -60 -60 60 -60 -60]s 

SSCC SA 72.3486 [45 -45 -45 45 -45 45]s 

SCSC SA 90.8944 [90 -90 90 -90 -90 90]s 

CCCS SA 91.9944 [0 0 0 0 0 0]s 

CCCC SA 93.6664 [0 90 90 0 -90 -90]s 
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 مربعنی صنفحه   یآمنده در کنار حاضنر بنرا     دسنت  به جینتا

 یهنا  بین ترک یبرا ی/اپوکستیمتقارن از جنس گراف یتیکامپوز

 رداریگ یمرز طیو شرا (Sساده ) یلولا یمرز طیمختل  از شرا

(Cم )شنتر یمشنخص اسنت ب   جیطنور کنه از نتنا    . همنان باشد ی 

فرکانس  نیو کمتر CCCC یمرز طیشرا یبرا یعیفرکانس طب

بنا   یشی. که روند افزاباشد یم SSSS یمرز طیشرا یبرا یعیطب

 حفظ شده است. Cبه  Sاز  رییتغ

 جنه ینت نین به ا توان یم 6تا  4جداول  سهیاز مقا نیهمچن

 ,SSSS یمنرز  طیدر شنرا  هنا  هین تعنداد لا  شیکنه افنزا   دیرس

SSSC,SSCC شنود  یمن  ننه یبه یعیفرکانس طب شیسبب افزا 

 ,CCCC یمنرز  طیدر شنرا  هنا  هین تعنداد لا  شیافزا که یدرحال

CCCS,SCSC ندارد.  نهیبه یعیدر مقدار فرکانس طب یریتاث 

 طیگاننه مربنوط بنه شنرا     5 یشکل مدها 6و در شکل ادامه  در

 ی( بنرا 0،90،90،90) ینن یچ هیبا لا هیلا 8 یبرا CCCC یمرز

 شده است. دهیکش ریتصو نمونه به

 

‌گیری‌نتیجه

منظنور بهیننه سنازی ارتعاشنات آزاد      ، بنه  مطالعنه  نیدر ا

صفحات چند لایه کنامپوزیتی، بنرای اولنین بنار ترکینب روش      

سنازی سنازه و الگنوریتم     عددی دیفرانسیل کوادرچر برای شبیه

سناز توسنعه داده شنده     به عنوان ابنزار بهیننه   دیتبر یساز هیشب

هنا    صنفحه  کیکلاسن  یمعادلات حرکت با استفاده از تئوراست. 

 معادلات حاکم بر صنفحه  یساز پس از گسسته شده است. انیب

 یسناز  ، معادلات گسستهبا استفاده از روش دیفرانسیل کوادرچر

 جیاند. . نتنا  حل شده ژهیو ریمقاد لیشده با استفاده از روش تحل

روش  جیبنا نتنا   دیتبر یساز هیبا روش شب یساز نهیحاصل از به

اسنت. بنا    مورد بررسی قرار گرفته جیو اعتبار نتا سهیمقا کیژنت

( SA) دین تبر یساز هیشب تمیآمده از الگور دست به جیتوجه به نتا

ارائه شده در مراجع مذکور، معلوم شنده   جیها با نتا آن سهیو مقا

 نین . اباشنند  یمن  یمطابقت خوب یدارا گریکدیبا  جیکه نتا است

ترکیب روش عددی دیفرانسیل کوادرچر  که دهد ینشان م جینتا

 یها فرکانس یساز نهبهیتوانسته است  یبه خوب SA تمیالگور و

 .را مورد مطالعه قرار دهد یتیصفحات کامپوز ینیچ هیو لا هیپا

 
Mode 1 

 
Mode2 

 
Mode 3 

 
Mode 4 

 
Mode 5 

‌ینیچ‌هیبا‌لا‌یتیکامپوز‌هیپنج‌شکل‌مد‌صفحه‌چندلا‌-‌5لشک

‌(CCCC)‌رداریگ‌یمرز‌طی(‌و‌شرا0،90،90،90)

‌
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