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 چکیده
پیزوالکتریکی با هدف برداشت انرژی بررسنی شنده   های  در این مطالعه اثر ضریب پواسون بر مشخصات الکتریکی و پاسخ دینامیکی تیرهای ساندویچی با وصله

راستای ضنخامت     کرنش،   هدهد. برای هست می آن را پیزوالکتریک تشکیلی  که یک لایه کامپوزیتی بودههای  همسانگرد و رویهی  است. تیر ساندویچی با هسته

گرهی با توابع شکل لاگرانژی و هرمیتی اجنرا شنده     ههای یک بعدی س  نو نظریه تغییر شکل برشی مرتبه بالا لحاظ شده است. مدل اجزاء محدود بر اساس الما

جابجنایی تینر تحنت فرکنانس     ی  ولتناژ و دامننه  ، طبیعی اتصال کوتاه و مندارباز های  أثیر ضریب پواسون بر فرکانساست. مطالعات پارامتریک با هدف تعیین ت

طبیعی و خینز در فرکنانس تحرینک صنفر بنرای زواینای الیناف        های  ضریب پواسون در فرکانسنادیده گرفتن  اثر، تحریک تشدید انجام شده است. طبق نتایج

هم برای الیاف متعامد و هنم زاوینه   ، که در بررسی ولتاژ و دامنه حابجایی تیر حالی استیاف زاویه دار خطا فاحش خواهد شد. این درمتعامدزیاد نبوده اما در ال

درجه حاصل شده است. درضنمن خطنای منذکور بنا      36دار این خطا بسیار چشمگیر بوده و قابل اغماض نیست همچنین بیشترین خطا در زاویه الیاف حدود 

تا مشاهده شد نتنایج مندل حاضنر در    رن و پوشش سراسری آنها شود. نهایتواند بیشتر از حالت متقا می تقارن موقعیت قرارگیری پیزوها در زوایای متعامدعدم 

 شود. می نرم افزار کامسول همگرا به نتایج مدل سه بعدی 30حدودا بالای  (𝐿/𝑏نسبت طول به پهنای )

 ضریب پواسون، پیزوالکتریک، مرتبه بالا، برداشت انرژی، تیر ساندویچی: ای کلیدیه هواژ
 

Investigating the effect of Poisson's ratio on the electrical and dynamic 

performance of sandwich beam with composite and piezoelectric face sheets 
K.Sabri Laghaie, K.Malekzadeh Fard, S.Shokrollahi, S.Shafaghat 

Abstract  
In this study, the effect of Poisson’s ratio on the electrical characteristics and dynamic response of sandwich beams 

with piezoelectric patches for energy harvesting purposes is investigated. The sandwich beam consists of a 

homogeneous core and composite face sheets, with one of the layers being piezoelectric. The higher-order shear 

deformation theory and through-the-thickness deformation are considered for the core. The finite element model is 

implemented based on one-dimensional, three-node elements with Lagrangian and Hermitian shape functions. 

Parametric studies are conducted to determine the influence of Poisson’s ratio on the natural frequencies of short-

circuit and open-circuit conditions, voltage, and displacement amplitude of the beam under resonant excitation 

frequency. According to the results, the effect of neglecting Poisson’s ratio on the natural frequencies and 

displacement at zero excitation frequency is insignificant for orthogonal fiber orientation, but becomes pronounced 

for skewed fibers. In contrast, when examining the voltage and displacement amplitude of the beam, the error is 

quite significant for both orthogonal and skewed fibers, and cannot be overlooked. Furthermore, the largest error 

occurs at an approximately 36-degree fiber angle. Additionally, the asymmetry in the positioning of the piezoelectric 

patches at orthogonal angles can result in a greater error than in the symmetric configuration or their full coverage. 

Finally, it was observed that for the beam with a length-to-width ratio (L/b) of approximately 30 or higher, the 

results of the present model converge with the three-dimensional model results from COMSOL software. 
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 مقدمه

اخیر استفاده از مواد پیزوالکترینک بنه دلینل    های  در سال

خاص این منواد هوشنمند گسنترش زینادی داشنته      های  ویژگی

توانند بنه عننوان عملگنر و حسنگر منورد       می . این مواد[1]است

را ها  مواد آناستفاده قرارگیرند. همچنین خاصیت حسگری این 

مناسب برای کابردهای برداشنت اننرژی تبندیل    ی  به یک گزینه

استفاده از وسایل  کرده است. در واقع با توجه به رشد چشمگیر

مصرف و حسگرهای بیسیم در دنیای امروز نیناز  الکترونیکی کم

 به تنامین بنرد دائمنی اینن وسنایل بنیش از گذشنته احسناس        

انی اینن وسنایل اسنتفاده از    رسن شود. روش معمول برای برد می

باشد امنا مشنکیتی همچنون دسترسنی سنخت بنه        ها می باتری

عمنر  ، بعضی از وسنایل الکترونیکنی ماننند برخنی از سنسنورها     

هنا باعن      نها و نیاز به بازبینی و تعنوی  مکنرر آ    یمحدود باتر

های نوین   شهای اخیر توجه محققان به رو  لشده است تا در سا

مورد نیاز و اضطراری بنرای مندارات الکترونیکنی    در تامین برد 

هننای  . یکننی از راه حننل[2]مصننرف بیشننتر معطننوف گننردد  مکنن

برداشت اننرژی بنر مبننای منواد     های  استفاده از مدل ،جایگزین

.  از سنویی دیگنر   [3]پیزوالکتریک از ارتعاشنات محیطنی اسنت   

بسیاری از سنسورها بر مبنای پاسخ رزونانسنی مندل ینک تینر     

ی  . بنابراین با توجه بنه گسنتره  [4]شوند می ردار ساختهیکسرگی

پیزوالکترینک در تیرهنای هوشنمند بنه     هنای   استفاده از وصنله 

، خصوص در کاربردهای متنوع مانند ادغام بنا منواد کنامپوزیتی   

حسگرها و نیز کنترل ارتعاشات نیاز است تا یک ، برداشت انرژی

 ه شود.ارائها  مدل دقیق برای توصیف رفتار این تیر

اسنتفاده از منواد   ی  تاکنون تحقیقات متعنددی در زمیننه  

، پیزوالکتریننک در موضننوعات مختلننف مانننند برداشننت انننرژی 

، ازجمله تیرهنا ها  سنسورها و کنترل ارتعاشات و روی انواع سازه

بنه   [5]انجام شنده اسنت. آراننی و همکناران     ها  و پوستهها  ورد

ه هسته آن از جننس  انرژی از تیر ساندویچی ک برداشتبررسی 

های تیر از صفحات پیزوالکتریک تشنکیل    هکامپوزیت بوده و روی

به صورت تحلیلی  [2]پرداختند. ژانگ یانگ و همکاران ، اند  هشد

ی سناندویچی پیزوالکتریکنی را منورد    ا هکننند اشتو تجربی برد

ی معمنولی    هبه جای استفاده از زیرلاین  هاآنمطالعه قرار دادند. 

سناندویچی را در نظرگرفتنند کنه اینکنار باعن        ی هزیرلاین یک 

ود ضمن کاهش فرکانس تشدید بتوان ولتاژ خروجی را بنا  ش یم

تنظیم پارامترهای مختلنف هندسنی و منوادی افنزایش داد. در     

انجنام شند اثنر     [6]ی که توسط بورووایس و همکناران  ا همطالع

ی در نننامیکی مننواد کننامپوزیتکوپلینننگ مکننانیکی بننر رفتننار دی

کنننده در ننرم   ای انرژی بررسی شدند. برداشنت ه هکنندبرداشت

 سازی شده و ماده کنامپوزیتی بنا الیناف   افزار المان محدود مدل

وان بنه  تن  یا مه نتقویت شده است. از نتایج آ R ای از نوعشهشی

 تنر و منعطنف  تنر سفت دو جهتزیادی کوپلینگ بین خمش در 

اشاره کرد. به عنیوه در   ه های از لایای خاصه نتیر برای چیدما

ا و زاوینه الیناف بنر روی اننرژی     ه هاین مطالعه تأثیر چیدمان لای

 شده است.برداشت شده ارزیابی 

بننه تحلیننل تغییننر  [7]ابننراهیم و همکنناران  ی هدر مطالعنن

ی شنکل )ضنخامت متغینر(    ا های تیرهای گنو ه شا و کرنه لشک

ا پرداختنه  هن  هکنندزایش انرژی برداشت شده در برداشتبرای اف

شده است. در این مطالعه لایه پیزوالکتریک به صنورت پوشنش   

دست هموضعی قرار گرفته و نتایج برای تحلیل عددی و تجربی ب

به بررسی تحلیلی و تجربی تیر  [8]ند. حسینی و همکاران ا هآمد

در  هاآنیکسرگیردار پیزوالکتریک با پوشش موضعی پرداختند. 

( بنه  EAP ap) 1ه سنلولوزی الکترواکتینو  پنژوهش خنود از مناد   

کنننده اسنتفاده   مناده پیزوالکترینک جدیند در برداشنت    عنوان 

یک مندل سناده پارامترهنای توزینع      هاآنکردند. مدل تحلیلی 

ای بننوده و از اثننر ضننخامت    شننده بننا احتسننای میرایننی سننازه 

ها صرف نظرشده اسنت. محمندکریمی و همکناران     پیزوالکتریک

جربی برداشنت اننرژی توسنط پیزوالکترینک از     به مطالعه ت [9]

 تینر  ینک  هنا در مطالعنه خنود از     پدینده فیتنر پرداختنند. آن   

 سرگیردار به و برآزا سطح یک آن انتهای آزاد به که یکسرگیردار

2بصورت بنایمورف  پیزوالکتریک پَچ یک آن
، اسنت شنده   وصنل  

 و آزادی پیچشی درجه دونتیجه در این مدل  در. کردند استفاده

شود. در مطالعه دیگری کنه توسنط عناروان و    می فراهم خمشی

ینه  سازی شنکل تینر تنک لا     به بهینه، انجام شد [10]همکاران 

کننده انرژی پرداخته شده است. پیزوالکتریک به عنوان برداشت

گیردار بنایمورف در نظنر گرفتنه شنده و     سنر یک در این کار تیر

گرفته اسنت. در   فرض شده است که تیر تحت تحریک پایه قرار

یشترین ادامه با تغییرات متغیرهای هندسی سعی شده است تا ب

کننده انرژی حاصل شود. حسنینی  توان خروجی از این برداشت

ی  اثر شکل و هندسه تیر یکسرگیردار با دولایه [11]و همکاران 

کننده رایی الکترومکانیکی سیستم برداشتپیزوالکتریک را بر کا

یک مدل تحلیلی با استفاده  هاآنانرژی مورد بررسی قرار دادند. 

 [12]ریتز ارائه کردند. فیح و عری ملکنی  -رایلیهای  از تقرییب

کننده انرژی با استفاده از تیر بایمورف متخلخل کنه بنا   برداشت
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لایه پیزوالکترینک پوشنانده شنده و تحنت ارتعاشنات ناشنی از       

دارد را منورد بررسنی قنرار دادنند.      جریان سیال خنارجی قنرار  

معادلات الکترومکانیکی تیر با استفاده از تئوری تیر اویلربرننولی  

استخراج شنده و تناثیر پارامترهنای مختلنف بنر تینر متخلخنل        

مطالعنه شندند.   تینر،  یکسرگیردار با جنرم متمرکنز در انتهنای    

بررسننی تحلیلننی و تجربننی یننک  بننه [13]رضننایی و همکنناران 

کند  زمان نقش جاذی را هم ایفا میده انرژی که همکننبرداشت

با استفاده از لایه پیزوالکتریک پرداختند. سیستم مورد مطالعنه  

اسنت کنه    یک تیر اصلی متصل به تیر یونیمورف پیزوالکترینک 

اسننتفاده از ی  آینند. در زمینننهتوسننط شننیکر بننه نوسننان درمننی

 منوارد مرتبنه بنالا در تیرهنای سناندویچی بنه اینن       های  تئوری

فاده از بنا اسنت   [14]زاده و همکناران    توان استناد نمود. ملک می

یافتنه بنه بررسنی پاسنخ دیننامیکی       تئوری مرتبه بنالای بهبنود  

هننای  کننم سننرعت در تیرهننای سنناندویچی بننا رویننه  ی  ضننربه

فیتنر   [15]لقنایی کامپوزیتی پرداختند. محمودخانی و صنبری  

هننای  ک و رویننهویسکوالاسننتیی  را بننا هسننته پنننل سنناندویچی

همسانگرد در پوشش موضعی و دوتکه شده با استفاده از تئوری 

مرتبه بالای برشی بنرای هسنته منورد مطالعنه قنرار دادنند. در       

عملکنرد ینک    [16]دیگنری واحندی و محمودخنانی    ی  مطالعه

جاذی ارتعاشات ساخته شده از تیر خمیده ساندویچی به همراه 

با اسنتفاده از  ها  مطالعه رویهجرم صلب را بررسی کردند. در این 

-مرتبه بالای برشی مدلی  برنولی و هسته با نظریه-نظریه اویلر

. اثرضریب پواسون در تعدادی از مطالعات مورد شده استسازی 

در مطالعه خود  [17]توجه قرار گرفته است. بیگلری و همکاران 

هنای   هوشنمند حناوی پنچ   هنای   به بررسی پاسخ استاتیکی تینر 

تریک به منظور استفاده در عملگرها با درنظرگینری اثنر   پیزوالک

ضریب پواسون پرداختند. پارامترهای مختلفنی از جملنه طنول    

، تئنوری ی  مرتبنه هنا،   مکنان قرارگینری پیزوالکترینک   ، عملگرها

شرایط مرزی و ضنریب پواسنون در اینن مطالعنه     ، الیافی  زاویه

بررسننی شننده و نتننایج حنناکی از خطننای چشننمگیر در پاسننخ  

دار در صورت عندم درنظرگینری   ی زاویه استاتیکی تیر چندلایه

بنا   [18]اثر پواسون در مود کششنی اسنت. بیگلنری و سنتاری     

در ارتعاش آزاد تیر کامپوزیتی  3استفاده از حل دقیق تاثیر تورد

اثر اینرسی ها ، آنبندی تیرمورد بررسی قرار دادند. در فرمولرا 

تیر و اثر ضریب پواسون را در  تغییر شکل برشی جانبی، دورانی

پواسون تاثیر  ها نشان داد در نظرگیری اثر نظر گرفتند. نتایج آن

متعامد ندارد در حنالی عندم   ی  چند لایههای  زیادی بر فرکانس

زاوینه دار موجنب خطنای    هنای   درنظرگیری آن برای چندلاینه 

 شود.   می فاحشی

برداشنت  علیرغم مطالعات متعدد صورت گرفته در زمیننه  

پیزوالکتریکی مطالعات بسیار محدودی به اثر ضریب های  کننده

گونه تیرها اختصاص یافته و تاکنون این مورد در پواسون در این

 ،مورد توجه قرار نگرفتنه اسنت  ها  کنندهاشترفتار الکتریکی برد

های کامپوزیتی بنا   با وجود لایه [5]چه در مطالعاتی مانند چنان

اما اثر ضریب پواسون در نظرگرفته نشنده اسنت.   دار الیاف زاویه

برداشنت  ی  عیوه بر این در مطالعنات صنورت گرفتنه در حنوزه    

مرتبنه بنالا و کنرنش    هنای   انرژی از تیرهای ساندویچی تئنوری 

راسننتای ضننخامت لحنناظ نشننده اسننت. در ضننمن عنندم تقننارن 

تواند عاملی بنر افنزایش اثنر     می پیزوالکتریکهای  موقعیت وصله

اسون تصور شود که این مورد نیز منورد بررسنی قنرار    ضریب پو

نگرفته است. لذا در این مطالعه روابط حاکم بر تیر ساندویچی با 

پیزوالکترینک سراسنری و   هنای   کنامپوزیتی و وصنله  هنای   رویه

هنای راسنتای     تحت شنتای پاینه بنا احتسنای کنرنش     ، موضعی

هنای   اند. روابط ساختاری روینه   ضخامت در هسته استخراج شده

با در نظرگیری اثر ضریب  ،کامپوزیتی حاوی وصله پیزوالکتریک

سنازی تینر سناندویچی از      دست آمنده و بنرای مندل   هپواسون ب

-مرتبه بالا استفاده شده است. به اینن منظنور مندل   های  تئوری

ترتینب    ای بنه   صنفحه   ای و برون  صفحه  های درون  سازی جابجایی

انجام شده است. همچنین  2و  3های درجه   ای  جمله  توسط چند

 بالای هسته نینز ارائنه  های  با توجه به اینکه نتایج برای ضخامت

کنرنش برشنی   ، لذا به منظور اطمینان از دقنت نتنایج  ، شوند می

بالایی و پایینی طبق مدل    برای هسته در نظرگرفته شده و لایه

ک حل مسنئله بنا کمن   ، عیوه  به اند. سازی شدهبرنولی مدل-اویلر

گرهی انجام و کلیه مراحل   های سه  روش اجزاء محدود و با المان

 در نرم افزار میپل کدنویسی شده است.

 

 مدل سازی 

ی هنا  مندل هندسنی تینر سناندویچی بنا روینه       1 شکلدر 

پیزوالکتریک نشان داده شنده اسنت. در   های  کامپوزیتی و وصله

به ترتیب ضخامت رویه  ℎ𝑏و  ℎ𝑡، ℎ𝑐، طول کل تیر Lاین مدل 

نینز بینانگر شنتای ورودی بنه      𝑧̈هسته و رویه پایین بوده و ، بالا

 باشد. می پایه تیر
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 کامپوزیتیهای  رویه. مدل تیر برداشت کننده انرژی با 1 شکل

 

 روابط سینماتیک

معرفنی شنده    [19]طبق نظریه مرتبه بالا کنه در مرجنع   

ای   هنای محنوری )درون صنفحه     برای لایه میانی جابجایی، است

𝑢 ای   ( و عرضی )خارج صنفحه𝑤 ترتینب بنه صنورت چنند       ( بنه

 (.(1)رابطه )اند   در نظرگرفته شده 2و  3های مرتبه   ای  جمله

 

(1) 𝑢 = 𝑢0 + 𝑧𝑢1 + 𝑧2𝑢2 + 𝑧3𝑢3 

𝑤 = 𝑤0 + 𝑧𝑤1 + 𝑧2𝑤2 
های بالا  های محوری و عرضی برای لایه  همچنین جابجایی

 :  شوند  بیان می (2)طبق رابطه ، و پایین

 

(2) 𝑢𝑚 = 𝑢𝑚0 − 𝑧𝑚

𝜕𝑤𝑚

𝜕𝑥𝑚

, 𝑤𝑚 = 𝑤𝑚0, 𝑚: 𝑡, 𝑏 

ترتیب بیانگر لاینه بنالا و پنایینی      به bو  t (2) که در رابطه

منظور برقراری فنرض عندم لغنزش بنین       باشند. همچنین به  می

هنا در    نیاز است تا جابجایی، ها  ها و شرط پیوستگی جابجایی  لایه

برابنر نهناده    (3)ا رابطنه  ها مطابق ب  فصل مشترک هسته و رویه

 :  شوند

 

(3) 

𝑢𝑡 (𝑧 = −
ℎ𝑡

2
) = 𝑢𝑐 (𝑧 = +

ℎ𝑐

2
) 

𝑢𝑏 (𝑧 = +
ℎ𝑏

2
) = 𝑢𝑐 (𝑧 = −

ℎ𝑐

2
) 

𝑤𝑡 (𝑧 = −
ℎ𝑡

2
) = 𝑤𝑐 (𝑧 = +

ℎ𝑐

2
) 

𝑤𝑏 (𝑧 = +
ℎ𝑏

2
) = 𝑤𝑐 (𝑧 = −

ℎ𝑐

2
). 

 

مجهنولات   (3)با حل چهار معادله جبری حاصل از رابطنه  

بر حسب سایر متغیرهای جابجایی  𝑤2و  𝑢2، 𝑢3، 𝑤1جابجاییِ 

 : ((4)آیند )رابطه  دست میهب

(4) 

𝑢𝑐2 =
1

ℎ𝑐2

(ℎ𝑡𝑤𝑡0,𝑥 − ℎ𝑏𝑤𝑏0,𝑥 + 2𝑢𝑡0 + 2𝑢𝑏0

− 4𝑢𝑐0), 

𝑢𝑐3 =
1

ℎ𝑐3

(2ℎ𝑡𝑤𝑡0,𝑥 + 2ℎ𝑏𝑤𝑏0,𝑥 − 4ℎ𝑐𝑢𝑐1 + 4𝑢𝑡0

− 4𝑢𝑏0), 

𝑤𝑐1 =
𝑤𝑡0 − 𝑤𝑏0

ℎ𝑐

, 

𝑤𝑐2 =
2𝑤𝑡0 − 4𝑤𝑐0 + 2𝑤𝑏0

ℎ𝑐
2 . 

هنایِ    بنابراین هفت متغیر جابجایی مستقل شامل جابجایی

𝑢0، 𝑢1، 𝑤0، 𝑢𝑡0،  𝑢𝑏0، 𝑤𝑡0  و𝑤𝑏0 مانند. در ادامنه    باقی می

 (5)هنا مطنابق رابطنه      کرنش، های جابجایی  با استفاده از میدان

 آیند.  بدست می

 

(5) 𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜀𝑧𝑧 =

𝜕𝑤

𝜕𝑧
, 𝜀𝑥𝑧 =

1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

𝜀𝑧𝑧  (5) که در رابطه ، 𝜀𝑥𝑥   و𝜀𝑥𝑧  هنای      به ترتیب کنرنش

و کرنش برشی هسنتند. در رابطنه     x ،zنرمال در راستای محور 

ها کوچک هسنتند    ها و چرخش  فرض بر آن است که کرنش (5)

نظر شده است. در ادامه   های غیرخطی هندسی صرف  و از عبارت

 : داریم (5)در رابطه  (1)با جایگذاری رابطه 

 

(6) 
𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝑥𝑥

(0)
+ 𝑧𝜀𝑥𝑥

(1)
+ 𝑧2𝜀𝑥𝑥

(2)
+ 𝑧3𝜀𝑥𝑥

(3)
, 

𝜀𝑧𝑧 = 𝜀𝑧𝑧
(0)

+ 𝑧𝜀𝑧𝑧
(1)

, 

𝜀𝑥𝑧 = 𝜀𝑥𝑧
(0)

+ 𝑧𝜀𝑥𝑧
(1)

+ 𝑧2𝜀𝑥𝑧
(2)

, 

هننایی بنندون   کننرنش  𝑧0,1,2,3ضننرایب  (6)کننه در رابطننه 

بننر حسننب  (7)بننه صننورت رابطننه  وهسننتند  zوابسننتگی بننه 

 شوند.  های جابجایی تعریف می  عبارت

 

(7) 

𝜀𝑥𝑥
0 =

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
, 𝜀𝑥𝑥

1 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑥
, 𝜀𝑥𝑥

2 =
𝜕𝑢2

𝜕𝑥
, 𝜀𝑥𝑥

3 =
𝜕𝑢3

𝜕𝑥
 

𝜀𝑧𝑧
0 = 𝑤1, 𝜀𝑧𝑧

1 = 2𝑤2, 𝜀𝑧𝑧
2 = 0, 𝜀𝑧𝑧

3 = 0 

𝜀𝑥𝑧
0 = 𝑢1 +

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
, 𝜀𝑥𝑧

1 = 2𝑢2 +
𝜕𝑤1

𝜕𝑥
 

𝜀𝑥𝑧
2 = 3𝑢3 +

𝜕𝑤2

𝜕𝑥
 

های جابجایی ارائه شده   گذاری میدانیطور مشابه با جا  به

 xهای نرمنال در راسنتای محنور      کرنش (5)در رابطه  (2)رابطه 

 آیند:  دست میبه (8)رابطه برای لایه بالا و پایین مطابق با 

 

(8) 𝜀𝑥𝑥
𝑖 = 𝜀𝑥𝑥

i0 + 𝑧𝜀𝑥𝑥
i1                             𝑖: 𝑡, 𝑏 



 یهوانورد یمهندس یپژوهش -یعلم یهنشر                                                    اثر ضریب پواسون بر عملکرد الکترودینامیکی تیر ساندویچی

 1404بهار و تابستان  ،اول، شماره بیست و هفتمسال                                                                                                                 

 

  /133 

𝜀𝑥𝑥 (8) که در رابطه
𝑖0  و𝜀𝑥𝑥

𝑖1   تعرینف   (9)به صورت رابطنه

 شوند.  می

(9) 𝜀𝑥𝑥
𝑖0 =

𝜕𝑢i0

𝜕𝑥
, 𝜀𝑥𝑥

i1 = −
𝜕2𝑤i0

𝜕𝑥2
         𝑖: 𝑡, 𝑏 

 

 روابط ساختاری

کرنش هوک برای سه بعد و با توجه -  مطابق با رابطه تنش

برابنر    y یک تیر تنش نرمال در راسنتای محنور  به این که برای 

روابط ساختاری بنرای هسنته بنه صنورت رابطنه      ، باشد  صفر می

 .]20[ شود  ارائه می (10)

(10) 

𝜎𝑥𝑥 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[(1 − 𝜈)𝜀𝑥𝑥 + 𝜈𝜀𝑦𝑦

+ 𝜈𝜀𝑧𝑧], 

𝜎𝑦𝑦 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[(1 − 𝜈)𝜀𝑦𝑦 + 𝜈𝜀𝑥𝑥

+ 𝜈𝜀𝑧𝑧] = 0 , 

𝜎𝑧𝑧 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[(1 − 𝜈)𝜀𝑧𝑧 + 𝜈𝜀𝑥𝑥

+ 𝜈𝜀𝑦𝑦], 
𝜎𝑥𝑧 = 𝐺𝜀𝑥𝑧 

و بدسنت آمندن    𝜎𝑦𝑦با صنفر قنرار دادن    (10)در رابطه  

𝜀𝑦𝑦  بر حسب𝜀𝑧𝑧  و𝜀𝑥𝑥  اول و ی  و سپس قرار دادن در رابطنه

 : سوم خواهیم داشت

(11) 
𝜎𝑥𝑥 =

𝐸

(1 − 𝜈2)
[(𝜀𝑥𝑥 + 𝜈𝜀𝑧𝑧], 

𝜎𝑧𝑧 =
𝐸

(1 − 𝜈2)
[(𝜀𝑥𝑥𝜈 + 𝜀𝑧𝑧], 

𝜎𝑥𝑧 = 𝐺𝜀𝑥𝑧 
هنای    منتجنه ، دست آوردن روابط تننش بنرای هسنته   هبا ب

در  (11)گذاری روابنط  یتنش مکانیکی را برای لایه هسته با جا

 :  توان محاسبه نمود  می (12)

(12) 𝑁𝛼𝛽
𝑖 = ∫ 𝜎𝛼𝛽𝑧𝑖

ℎ
2

−
ℎ
2

𝑑𝑧, 𝑖 = 0,1,2,3 , 𝛼, 𝛽: 𝑥, 𝑧 

کرنش برای لایه پایین و بالا با فرض -در ادامه روابط تنش

 گردد.      هر دو لایه صفر است تعیین میبرای  𝜀𝑧𝑧   این که کرنش

 

 پیزوالکتریک  ی  با لایهها  روابط ساختاری رویه

به طور کل روابط ساختاری برای مواد پیزوالکتریک را بنه  

یکنی از اینن چهنار     (13)توان نوشت که در رابطه  می چهار فرم

 فرم یعنی فرم تنش برحسب میدان الکتریکی آورده شده است.

 

(13) {𝑇} = [𝑐𝐸]{𝑆} − [𝑒]𝑇{𝐸} 
{𝐷} = [𝑒]{𝑆} + [𝜀𝑆]{𝐸} 

(14) {𝑇} = {𝑇11    𝑇22    𝑇33    𝑇23    𝑇13    𝑇12}𝑇 

بننردار  Sهننا،  بننردار تنننش T (14)و  (13) کننه در روابننط

بننردار جابجننایی  Dبننردار مینندان الکتریکننی و   Eهننا،  کننرنش

مناتریس   [𝑒]، مناتریس سنفتی   [𝑐𝐸]الکتریکی است. همچنین 

مناتریس ثوابنت دی الکترینک ننام      [𝜀𝑆]ثوابت پیزوالکتریک و 

بنالا و پنایین هنردو از جننس     های   دارد. با توجه به این که لایه

پیزوالکترینک اسنت و بنا    هنا   کامپوزیت بوده که یک لاینه از آن 

-توجه به نازکی این دولایه روابط ساختاری طبق فرضیات اویلر

شوند. همچنین با توجه به اینن کنه میندان     ولی استخراج میبرن

ی  الکتریکی و جابجایی الکتریکنی در جهنت عمنود بنر صنفحه     

 z( یکنواخت هستند و قطبیدگی تنها در جهنت  zمیانی )جهت 

 :  گردند می به این صورت تعریفها  است لذا این بردار

(15) {𝐸} = {
0
0

𝐸𝑧

} {𝐷}  و    = {
0
0

𝐷𝑧

}  

 :  یابد می مولفه کاهش 3مولفه به  6همچنین بردار تنش از 

 

(16) {𝑇} = {𝑇11    𝑇22    𝑇12}𝑇 

ساختاری برای هر لایه از کامپوزینت بنا   ی  در نتیجه رابطه

نوشنته خواهند    (17) رابطه وجود پیزوالکتریک نهفته به صورت

 :  شد

(17) {𝑇} = [𝑐]𝑘{𝑆} − {
𝑒31

𝑒32

0
}

𝑘

𝐸𝑘

𝐷𝑘 = {𝑒31 𝑒32 0}𝑘{𝑆} + 𝜀𝑘𝐸𝑘

 

ماتریس سنفتی در دسنتگاه اصنلی منادی بنرای       𝑘[𝑐]که 

( به صنورت  شندت   𝐸𝑍الکتریکی )باشد و میدان  می ام kی  لایه

و برابنر بنا ولتناژ )اخنتیف      zمیدان الکتریکی در راستای محور 

 ( تعریننف𝜙/ (ℎ𝑝) −پتانسننیل( بننر ضننخامت پیزوالکتریننک ) 

بنه   (TLاز دستگاه منادی ) ها  گردد. جهت انتقال بردار تنش می

 𝑘[𝑅𝑇]منناتریس انتقننال  از [21]مرجنع  ( مطننابق xyدسنتگاه ) 

 :  استفاده خواهد شد (18)ه مطابق رابط

 

(18) 
{

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

} = [𝑅𝑇]𝑘
−1 {

𝜎𝐿

𝜎𝑇

𝜏𝐿𝑇

} = [𝑅𝑇]𝑘
−1[𝑐]𝑘 {

𝜖𝐿

𝜖𝑇

𝛾𝐿𝑇

}

= [𝑅𝑇]𝑘
−1[𝑐]𝑘[𝑅𝑆]𝑘 {

𝜖𝑥

𝜖𝑦

𝛾𝑥𝑦

} 
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 :که در آن

(19) 

[𝑅𝑆]𝑘 = 

[

cos2 𝜃𝑘 sin2 𝜃𝑘 sin 𝜃𝑘 cos 𝜃𝑘

sin2 𝜃𝑘 cos2 𝜃𝑘 − sin 𝜃𝑘 cos 𝜃𝑘

−2 sin 𝜃𝑘 cos 𝜃𝑘 2 sin 𝜃𝑘 cos 𝜃𝑘 cos2 𝜃𝑘 − sin2 𝜃𝑘

] 

 
[𝑅𝑇]𝑘 = 

[

cos2 𝜃𝑘 sin2 𝜃𝑘 2sin 𝜃𝑘cos 𝜃𝑘

sin2 𝜃𝑘 cos2 𝜃𝑘 −2sin 𝜃𝑘cos 𝜃𝑘

−sin 𝜃𝑘cos 𝜃𝑘 sin 𝜃𝑘cos 𝜃𝑘 cos2 𝜃𝑘 − sin2 𝜃𝑘

] 

ساختاری اول بنرای ینک تنک لاینه در     ی  نتیجه رابطه در

 :  آید می دستهب (20)( به صورت xyمختصات )

 

(20) 

{𝑇}(𝑥𝑦) = [𝑅𝑇]𝑘
−1{𝑇}(𝐿𝑇)

= [𝑅𝑇]𝑘
−1[𝑐]𝑘[𝑅𝑆]𝑘{𝑆}(𝑥𝑦)

− [𝑅𝑇]𝑘
−1 {

𝑒31

𝑒32

0
}

𝑘

𝐸𝑘

= [𝑄]𝑘{𝑆}(𝑥𝑦)

+ [𝑅𝑇]𝑘
−1 {

𝑒31

𝑒32

0
}

𝑘

𝜙𝑘

ℎ𝑘

 

تننش نینز   هنای   منتجنه ها  دست آمدن تنشهدرنتیجه با ب

 : نوشته خواهد شد (21)برای یک چند لایه به صورت رابطه 

(21) 
{

𝑁
𝑀

} = [
𝐴 𝐵
𝐵 𝐷

] {
𝑆0

𝜅
} + 

∑  

𝑛

𝑘=1

∫  
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

[
𝐼3

𝑧𝐼3
] [𝑅𝑇]𝑘

−1 {
𝑒31

𝑒32

0
}

𝜙𝑘

ℎ𝑘

𝑑𝑧 

 

و  3در  3منناتریس همننانی   𝐼3منناتریس  (21) در رابطننه

، کششننیهننای  بننه ترتیننب منناتریس Dو  A ،Bهننای  منناتریس

دوم ساختاری که جابجایی ی  کوپلینگ و خمشی هستند. رابطه

( مطنابق  xyدهد در مختصات ) می راام   kی  الکتریک برای لایه

 :  دست خواهد آمدهب (22)

(22) 
𝐷𝑘 = {𝑒31 𝑒32 0}𝑘[𝑅𝑆]𝑘{𝑆}(𝑥𝑦) − 𝜀𝑘

𝜙𝑘

ℎ𝑘

 

= {𝑒31 𝑒32 0}𝑘[𝑅𝑆]𝑘[𝐼3 𝑧𝐼3] {
𝑆0

𝜅
} − 𝜀𝑘

𝜙𝑘

ℎ𝑘

 

 

در راسنتای ضنخامت بنرای هنر     گیری در نهایت با انتگرال

 جابجایی الکتریکی هر لایه محاسبه خواهد شد.ی  لایه منتجه

(23) 

∫  
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝐷𝑘𝑑𝑧 = 

∫  
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

{𝑒31 𝑒32 0}𝑘[𝑅𝑆]𝑘[𝐼3 𝑧𝐼3] {
𝑆0

𝜅
} 𝑑𝑧

− ∫  
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝜀𝑘

𝜙𝑘

ℎ𝑘

𝑑𝑧 

 

 

صنفحه مینانی و    کرنشمعرف  به ترتیب 𝜅و  𝑆0 (23)در رابطه 

ثابنت دی   𝜀𝑘و  3در3مناتریس همنانی    𝐼3هنا بنوده،    4چرخش

 باشد.ام می kالکتریک لایه ی 

 

 اعمال اثر ضریب پواسون  

اساسنی سناختاری   ی  دو معادله (23)و  (21)ی  دو معادله

پیزوالکترینک  ی  کنامپوزیتی همنراه بنا لاینه    هایی  برای چندلایه

حاضنر هماننند   ی  هستند. با توجه به ینک بعندی بنودن مسناله    

𝑁𝑦𝑦توان دریافت کنه   می بخش قبل ، 𝑁𝑥𝑦، 𝑀𝑦𝑦، 𝑀𝑥𝑦  فر صن

در نتیجنه بنا    غیر صفر هستند. 𝑀𝑥𝑥و  𝑁𝑥𝑥بوده و تنها مقادیر 

 : خواهیم داشت (21) استفاده از معادلات

 

(24) 

𝑁𝑥𝑥 = (𝐴11𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐴12𝜖𝑦𝑦

0 + 𝐴16𝛾𝑥𝑦
0 + 𝐵11𝜅𝑥𝑥

+ 𝐵12𝜅𝑦𝑦 + 𝐵16𝜅𝑥𝑦)

+ ∫ 𝑒31

𝜙𝑘

ℎ𝑘

𝑑𝑧
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

 

(25) 

0 = (𝐴12𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐴22𝜖𝑦𝑦

0 + 𝐴26𝛾𝑥𝑦
0 + 𝐵12𝜅𝑥𝑥

+ 𝐵22𝜅𝑦𝑦 + 𝐵26𝜅𝑥𝑦)

+ ∫ 𝑒32

𝜙𝑘

ℎ𝑘

𝑑𝑧
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

 

(26) 0 = (𝐴16𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐴26𝜖𝑦𝑦

0 + 𝐴66𝛾𝑥𝑦
0 + 𝐵16𝜅𝑥𝑥

+ 𝐵26𝜅𝑦𝑦 + 𝐵66𝜅𝑥𝑦) 

(27) 

𝑀𝑥𝑥 = (𝐵11𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐵12𝜖𝑦𝑦

0 + 𝐵16𝛾𝑥𝑦
0 + 𝐷11𝜅𝑥𝑥

+ 𝐷12𝜅𝑦𝑦 + 𝐷16𝜅𝑥𝑦)

+ ∫ 𝑧 𝑒31

𝜙𝑘

ℎ𝑘

𝑑𝑧
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

 

(28) 

0 = (𝐵12𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐵22𝜖𝑦𝑦

0 + 𝐵26𝛾𝑥𝑦
0 + 𝐷12𝜅𝑥𝑥

+ 𝐷22𝜅𝑦𝑦 + 𝐷26𝜅𝑥𝑦)

+ ∫ 𝑧𝑒32

𝜙𝑘

ℎ𝑘

𝑑𝑧
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

 

(29) 0 = (𝐵16𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐵26𝜖𝑦𝑦

0 + 𝐵66𝛾𝑥𝑦
0 + 𝐷16𝜅𝑥𝑥

+ 𝐷26𝜅𝑦𝑦 + 𝐷66𝜅𝑥𝑦) 
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 (29)و  (28)، (26)، (25)حننال بننا اسننتفاده از معننادلات  

𝜖𝑦𝑦مقنننادیر 
0 ، 𝛾𝑥𝑦

0 ، 𝜅𝑦𝑦  و𝜅𝑥𝑦   را بنننر حسنننب𝜖𝑥𝑥
 𝜅𝑥𝑥و  0

بننه  (27)و  (24)محاسننبه کننرده و در نهایننت بننا جاگننذاری در 

 خواهیم رسید. (30)معادلات 

 

(30) 𝑁𝑥𝑥 = (𝐶1̅𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐶2̅𝜅𝑥𝑥) + 𝐹1 

𝑀𝑥𝑥 = (𝐶3̅𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐶4̅𝜅𝑥𝑥) + 𝐹2 

ناشی از کوپلینگ الکترومکنانیکی اسنت. بنه     𝐹2و   𝐹1که 

𝜖𝑦𝑦همین ترتیب بنا قنرار دادن مقنادیر    
0 ، 𝛾𝑥𝑦

0 ، 𝜅𝑦𝑦  و𝜅𝑥𝑦  در

( این معادله نینز تنهنا بنر حسنب     (23)ساختاری دوم )ی  رابطه

𝜖𝑥𝑥متغیرهای 
0 ، 𝜅𝑥𝑥  و𝐸3 شود می نوشته : 

(31) 𝐷3 = 𝐺̅1𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐺̅2𝜅𝑥𝑥 + 𝐺̅3𝐸3 

برابننننر  𝐸3کننننه در آن شنننندت مینننندان الکتریکننننی  

− 𝑣𝑜𝑙𝑡/ (ℎ𝑝)    بنننننننننوده و ضنننننننننرایب𝐶1̅، 𝐶2̅، 𝐶3̅ ،

𝐶4̅، 𝐹1، 𝐹2، 𝐺̅1، 𝐺̅2  و𝐺̅3  مقادیر ثابت و حاوی عبارات جبری

 بسیار طولانی بوده لذا قابل ارائه در اینجا نیستند.

 

 روابط انرژی برای هر المان

هنای اجنزاء     منظنور اسنتخراج مناتریس     در این پژوهش به

در اینن روابنط نیناز     .محدود از روابط لاگرانژ استفاده شده است

برای ماتریس سنفتی   5های انرژی کرنشی  است تا در ابتدا عبارت

برای ماتریس جنرم   6انرژی جنبشی، و کوپلینگ الکترومکانیکی

برای هر المنان   7و انرژی الکتریکی داخلی برای ماتریس ظرفیت

تعیین شوند. در این راستا با توجه به رابطه انرژی کرنشی کلنی  

اننرژی کرنشنی بنه    هنا   برای لایه هسته )زیر لایه( و روینه  (32)

 :  آید  بدست می (34)و  (33)صورت رابطه 

(32) 𝑈 =
1

2
∫ 𝜀𝑖𝑗 𝜎𝑖𝑗  𝑑𝑉 

 

(33) 

𝑈𝑡 = 

1

2
∫ ∫ ( [𝑁𝑥𝑥 0 0]

𝐿𝑒

0

[

 
𝜀𝑥𝑥

t0

𝜀𝑦𝑦
t0

𝜀𝑥𝑦
t0

]
𝑏

0

+ [𝑀𝑥𝑥 0 0] [

 
𝜀𝑥𝑥

t1

𝜀𝑦𝑦
t1

𝜀𝑥𝑦
t1

] )  𝑑𝑥 𝑑𝑦 

𝑈𝑏 =
1

2
∫ ∫ 〖( [𝑁𝑥𝑥 0 0]〗 [

 
𝜀𝑥𝑥

b0

𝜀𝑦𝑦
b0

𝜀𝑥𝑦
b0

] +
𝐿𝑒

0

𝑏

0

[𝑀𝑥𝑥 0 0] [

 
𝜀𝑥𝑥

b1

𝜀𝑦𝑦
b1

𝜀𝑥𝑦
b1

] )  𝑑𝑥 𝑑𝑦   

(34) 
𝑈𝑐 =

1

2
∫ ∫ (𝑁𝑥𝑥

0
𝐿𝑒

0

ℇ𝑥𝑥
0 + 𝑁𝑥𝑥

1 ℇ𝑥𝑥
1 + 𝑁𝑥𝑥

2 ℇ𝑥𝑥
2

𝑏

0

+ 𝑁𝑥𝑥
3 ℇ𝑥𝑥

3 + 𝑁𝑧𝑧
0 ℇ𝑧𝑧

0 + 𝑁𝑧𝑧
1 ℇ𝑧𝑧

1

+ 𝑁𝑧𝑧
2 ℇ𝑧𝑧

2 + 𝑁𝑧𝑧
3 ℇ𝑧𝑧

3  + 𝑁𝑥𝑧
0 ℇ𝑥𝑧

0

+ 𝑁𝑥𝑧
1 ℇ𝑥𝑧

1 + 𝑁𝑥𝑧
2 ℇ𝑥𝑧

2 )𝑑𝑥 𝑑𝑦 

پهنای تیر اسنت.   bطول هر المان و  𝐿𝑒که در این روابط 

سه  کرنشیهای   در نهایت انرژی کرنشی کل سازه از جمع انرژی

 :  آید  بدست می لایه

 

(35) 𝑈 = 𝑈𝑏 + 𝑈𝑐 + 𝑈𝑡 

پیزوالکترینک  هنای   همچنین انرژی الکتریکی داخلی لایه 

هننای  گیننری روی حجننم لایننهبننا انتگننرال (36)ی  طبننق رابطننه

 آید. می دستهپیزوالکتریک ب

(36) 𝑊𝑖𝑒 =
1

2
∫  

𝑉𝑝

𝐄𝑡𝐃𝑑𝑉𝑝 

 𝐃بردار میدان الکتریکنی و  ی  ترانهاده 𝐄𝑡 (36) در رابطه 

اننرژی جنبشنی کنل    نیز معرف بردار جابجایی الکتریکی اسنت.  

 : شود محاسبه می (37)سازه برای المان نیز به صورت رابطه 

 

(37) 𝑇 = 𝑇𝑏 + 𝑇𝑐 + 𝑇𝑡  

𝑇𝑏 (37) در رابطننه 
(𝑒)، 𝑇𝑡

(𝑒)  و𝑇𝑐
(𝑒)   بننه ترتیننب بیننانگر

و هسنته هسنتند کنه بنه      بالا، پنایین ی  های جنبشی لایه  انرژی

 :  شوند  تعریف می (38)صورت رابطه  

(38) 

𝑇𝑐 =
1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌[𝑢̇2 + (𝑤̇ + 𝑤̇𝐵𝐴𝑆𝐸)2]𝑑𝑥𝑑𝑧

𝑏

0

𝐿𝑒

0

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄
𝑑𝑦, 

 

𝑇𝑖 =
1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌𝑖[𝑢̇𝑖

2
𝑏

0

𝐿𝑒

0

ℎ𝑖 2⁄

−ℎ𝑖 2⁄

+ (𝑤̇𝑖 + 𝑤̇𝐵𝐴𝑆𝐸)2]𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦 

 𝑖 = 𝑏, 𝑡 

مربنننوط بنننه  بنننه ترتینننب  𝜌و  𝜌𝑏، 𝜌𝑡 (38)در رابطنننه 

و هسنته اسنت. در اینن معنادلات      بالا،پنایین هنای لاینه     چگالی

𝑤̇𝐵𝐴𝑆𝐸  صنورت   کنه بنه  باشند   منی  همان سرعت تحریک پاینه
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و  شنود  منی  گینردار وارد  ینر ت ینه و ثابت به قسنمت پا  یکنواخت

 یانکه ب طور از زمان است. همان یتوجه شود که تابع ینهمچن

بعند   بنابراین است. یخارج یکمربوط به تحر ییجابجاین ا، شد

 شنامل  کنه هنایی   تنرم ، یجنبشن  یدر رابطه انرژها  از بسط توان

𝑤̇𝐵𝐴𝑆𝐸 راننژ اسنتخراج   بعد از قرارگنرفتن در رابطنه لاگ   هستند

گننرفتن از  8بننا وردش .گیرننند مننی قننرار یننرودر بننردار نشننده و 

این سرعت به شتای تبدیل خواهد شند. در نهاینت بنا     ،معادلات

های کرنشی و جنبشی ارائه   انرژی (12)تا  (1)استفاده از روابط 

بر حسب هفت متغیر جابجایی مسنتقل از   (37)و  (35) شده در

 شوند.    هم نوشته می
 

 𝚯ماتریس کوپلینگ 

 ی با قراردادن روابط انرژی کرنشنی کنل سنازه در معادلنه    

تننرم ، ی حننل گیننری روی دامنننههمیلتننون و شننروع انتگننرال 

ریکی که بینانگر کوپلیننگ بنین میندان     های کرنشی الکت انرژی

 Θست منجر به ایجاد ماتریس کوپلیننگ  ا الکتریکی و کرنش ها

 خواهد شد.

(39) ∫ 
𝑣

𝛿 (𝑈𝑇) = 𝛿𝑑𝑒
𝑇𝑘𝑒

𝑇𝑑𝑒 + 𝛿𝑣𝑒
𝑇𝜃𝑒

𝑇𝑑𝑒 

بننردار ولتنناژ المننان  𝑣𝑒بننردار جابجننایی المننان و  𝑑𝑒کننه 

 باشد. می
 

 𝑪𝒑ماتریس ظرفیت 

با وردش گرفتن از انرژی الکتریکنی داخلنی کنه در    نهایتا 

مناتریس ظرفینت پیزوالکترینک    ، ارائه شده اسنت  (36)ی  رابطه

 محاسبه خواهد شد.

(40) ∫ 
𝑣

𝛿(𝐷3𝐸3) = 𝛿((𝐺̅1𝜖𝑥𝑥
0 + 𝐺̅2𝜅𝑥𝑥 + 𝐺̅3𝐸3)  𝐸3)

= 𝛿𝑣𝑒
𝑇c𝑝𝑣𝑒 

باشد.  می بردار ولتاژ برای یک المان 𝑣𝑒 (40) که در رابطه

مقادیر ماتریس ظرفیت برای یک المنان در بخنش بعندی ارائنه     

 شده است.
 

 روابط روش المان محدود

در این بخش به نحوه اعمال روش المان محدود و محاسبه 

یی پرداخته خواهند شند. بنرای    سفتی و میرا ،های جرم  ماتریس

المان در نظرگرفته شده یک المان ، تیری  سازی هندسهگسسته

نشان داده شده است.  2 شکلسه گرهی یک بعدی است که در 

بعد هر المان است که مبند  آن در    مختصات بی 𝜉، لدر این شک

مرکز المان قرار گرفته است و رابطنه آن بنا دسنتگاه مختصنات     

 (41)امُین المنان بنه صنورت رابطنه      𝑛𝑒برای  xکلی در جهت 

 :  ودش  تعریف می

(41) 𝜉 = (
2𝑥

𝐿𝑒

− 1) − 2(𝑛𝑒 − 1) 

هنای هنر گنره      هنای آن جابجنایی    نیز که مولفه 𝐪(𝑖)بردار 

 : شود  تعریف می (42)است برای تیر ساندویچی به صورت رابطه 

(42) 𝐪(𝑖) = 

[𝑢𝑏0
(𝑖)

, 𝑤𝑏0
(𝑖)

, 𝑤𝑏0,𝑥
(𝑖)

, 𝑢0
(𝑖)

, 𝑢1
(𝑖)

, 𝑢𝑡0
(𝑖)

, 𝑤0
(𝑖)

, 𝑤𝑡0
(𝑖)

, 𝑤𝑡0,𝑥
(𝑖)

]
T

, 𝑖 = 1,2,3 

 9بنابراین در کل قسمت ساندویچی تینر هنر گنره تعنداد     

درجه آزادی خواهد داشت.  27هر المان ، آزادی در نتیجهدرجه 

هنای    شود عیوه بر جابجایی  همانطور که دیده می (42)در رابطه 

نسبت ها   مشتقات این جابجایی، ی لایه بالا و پایین  خارج صفحه

𝑤𝑏0,𝑥یعنی  xبه 
(𝑖)  و𝑤𝑡0,𝑥

(𝑖)   که علنت آن اسنتفاده از   دارد وجود

بنردار    ∆، 2 شکلدر  المان نوع هرمیتی برای این دو لایه است.

نشان داده شنده   (43)درجات آزادی هر گره است که در رابطه 

ابی توابننع ینن  بننه کمننک توابننع شننکلی کننه از درون   ∆ اسننت. 

، دسنت آمنده اسنت   هبرای یک المان سه گرهی بن    ای  چندجمله

 (.(44)شود )رابطه   تقریب زده می

 

 𝝃 بعد بی مختصات با گرهی سه المان .2 شکل

 

(43) ∆(𝜉) = [𝑢𝑏0, 𝑤𝑏0, 𝑢0, 𝑢1, 𝑢𝑡0, 𝑤0, 𝑤𝑡0]𝑇 . 

(44) Δ = 𝐍𝐪 

𝐪،  (44) رابطهدر  = [𝐪(1); 𝐪(2); 𝐪(3)]   است که قنبی

ردینف   7ماتریس توابع شکل نام دارد و شامل  𝐍تعریف شده و 

 6و  5، 4، 3، 1هنای    ستون است و عناصر غیر صفر ردیف 27و 

 : دست آمده استهب (45) به صورت رابطه

 

(45) 
𝑁1(9𝑖−8) = 𝑁3(9𝑖−5) = 𝑁4(9𝑖−4) = 𝑁5(9𝑖−3)

= 𝑁6(9𝑖−2) = 𝑆𝑖
(1)(𝜉), 

𝑖 = 1,2,3. 

𝑆𝑖 (45) در رابطه
تابع شکل لاگرانژی برای المان سنه    (1)

 :  آید  دست میهب (46)گرهی است که به صورت رابطه 

(1)q (2)q
(3)q

( 1,2,...,7)
j
j
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(46) 
𝑆1

(1)
=

𝜉2 − 𝜉

2
, 𝑆2

(1)
= −𝜉2 + 1, 𝑆3

(1)

=
𝜉2 + 𝜉

2
. 

 

شامل جابجایی خارج صنفحه لاینه    که∆ های   مابقی مولفه

به کمک توابع شکل هرمیتنی  ، (𝑤𝑡0و   𝑤𝑏0بالا و پایین است )

-شوند که به علنت فنرض اویلنر     تقریب زده می 𝐶1با پیوستگی 

این نوع تابع شکل انتخای شده اسنت.   برنولی بودن این دو لایه

از طرینق   Nهنای ردینف دوم و هفنتم مناتریس       مؤلفه، بنابراین

 :  شوند  تعیین می (47)رابطه 

 

(47) 𝑁2(9𝑖−7) = 𝑁7(9𝑖−1) = 𝑆𝑖
(2)(𝜉), 

𝑁2(9𝑖−6) = 𝑁7(9𝑖) = 𝐷𝑖
(2)(𝜉), 𝑖 = 1,2,3, 

𝑆𝑖 توابع شکل هرمیتنی  (47)در رابطه 
(2)(𝜉)  و𝐷𝑖

(2)(𝜉) 

دسنت  هبن  (49)و  (48)برای المان سه گرهی به صنورت رابطنه   

 :  آیند  می

(48) 
𝑆1

(2)
=

3

4
𝜉5 −

1

2
𝜉4 −

5

4
𝜉3 + 𝜉2, 

𝑆2
(2)

= 𝜉4 − 2𝜉2 + 1, 

𝑆3
(2)

= −
3

4
𝜉5 −

1

2
𝜉4 +

5

4
𝜉3 + 𝜉2, 

(49) 
𝐷1

(2)
=

1

4
(𝜉5 − 𝜉4 − 𝜉3 + 𝜉2), 

𝐷2
(2)

= ( 𝜉2  − 2𝜉3  − 𝜉), 

𝐷3
(2)

=
1

4
(𝜉5 + 𝜉4 − 𝜉3 − 𝜉2). 

های جابجایی و جایگذاری   بعد از تعریف مجهول، در نهایت

به اختصار به   𝑇(𝑒) و𝑈(𝑒)، در روابط انرژی جنبشی و پتانسیل

 :  شوند  برای هر المان حاصل می (50)صورت رابطه 

 

(50) 

𝑈(𝑒) =
1

2
∑ ∑ 𝐾𝑖𝑗

(𝑒)
𝑞𝑖𝑞𝑗 , +

1

2
∑ ∑ 𝜃𝑖𝑗

(𝑒)

1

𝑗=1

𝑞𝑖𝜗𝑗

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

𝑇(𝑒) =
1

2
∑ ∑ 𝑀𝑖𝑗

(𝑒)
𝑞̈𝑖𝑞̈𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

, 

𝑊𝑖𝑒
(𝑒) =

1

2
∑ ∑ 𝜃𝑗𝑖

(𝑒)

1

𝑗=1

𝑞𝑖𝜗𝑗

𝑛

𝑖=1

+ 

1

2
∑ ∑ 𝐶𝑝𝑖𝑗

(𝑒)𝜗𝑖𝜗𝑗

1

𝑗=1

1

𝑖=1

, 

 ، 𝐊(e)هنننای   مننناتریس. اسنننت 27 برابنننر بنننا  𝑛 کنننه

𝐌(e)، 𝛉(e)، 𝑪𝒑
(e) و  𝐅(e) های سفتی  ترتیب ماتریس نیز به ،

ظرفیت و نیرویی برای ، کوپلینگ الکترومکانیکی، ای  جرمی سازه

دهند که عبارات مرتبط بنا آنهنا در حالنت      هر المان را نشان می

ویننژه بننرای حالننت حنناوی پیزوالکتریننک )بخننش     کلننی و بننه

باشنند. بنا اینن حنال      منی  عباراتی بسنیار طنولانی  ، ساندویچی(

و  (51)بنردار کوپلیننگ و مناتریس ظرفینت در روابنط      عبارات 

 آورده شده است.  (52)

(51) 

𝜃𝑖𝑗
(𝑒) =

2𝑏 (
d2

d𝜉2 𝑆𝑆7𝑗𝑙(𝜉)) 𝐹2𝑡

𝐿𝑒2ℎ𝑡
− 

𝑏 (
d

d𝜉
𝑆𝑆𝑙𝑗𝑙(𝜉)) 𝐹1𝑏

𝐿𝑒ℎ𝑏
 

+

2𝑏 (
d2

d𝜉2 𝑆𝑆2𝑗𝑙(𝜉)) 𝐹2𝑏

𝐿𝑒2ℎ𝑏
 

−
𝑏 (

d
d𝜉

SS5𝑗1(𝜉)) 𝐹1𝑡

𝐿𝑒ℎ𝑡
 

(52) 𝐶𝑝
(𝑒)

 =
𝑏 𝐺̅3𝑡 

ℎ𝑡2
+

𝑏 𝐺̅3𝑏 

ℎ𝑏2
 

لازم به ذکر است جهت درنظرگیری میرایی سیستم نیز از 

اصلی یعنی بدون میرایی رایلی یا میرایی تناسبی فقط برای تیر 

کننامپوزیتی( اسننتفاده ی  پیزوالکتریننک ) تنهننا هسننته و رویننه 

 شود. می

(53) 𝐂𝒆 = α𝐌𝒆𝒃𝒆𝒂𝒎
+ 𝛽𝐊𝒆𝒃𝒆𝒂𝒎

 

 

 سیستم معادلات الکترومکانیکی

های المانی)عمل اسمبلی(  با انجام عملیات تجمیع ماتریس

با اعمال شرایط مرزی  آید که دست میههای کل سازه ب ماتریس

معادله نهایی الکترومکانیکی تیر ساندویچی برای برداشت کننده 

 شود. انرژی حاصل می

(54) 𝐌𝐝̈ + 𝐂𝐝̇ + 𝐊𝐝 − 𝚯̃𝑣0 = 𝐅 
ΘT̃𝐝 + 𝐶𝑝𝑣0 + 𝑄 = 0 

 𝑤̇𝐵𝐴𝑆𝐸همچنین لازم به ذکر است اثر تحریک پایه یعنی 
به سمت راست معادله اضافه شده و در مناتریس   (38)در رابطه 

 (54)گینری از رابطنه دوم   شنتق شنود. بنا م   ظاهر می Fنیرویی 

 : خواهیم داشت

(55) Θ̃T𝐝̇ + 𝐶𝑝𝑣̇0 +
𝑣0

𝑅
= 0 
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ی بار مصرفی و  ت بر حسب اهم نمایندهمهمان مقاو Rکه 

𝐶𝑝   ظرفیت پیزوالکتریک است. برای یافتن پاسخ حالت پایا و بنا

بنه   𝐝0𝐞j𝜔𝑡ن ورودی سیستم با قرار دادن فرض هارمونیک بود

 :  داریم 𝐝جای بردار جابجایی 

(56) [𝐊 − 𝐌𝜔2 + 𝐣𝜔𝐂]𝐝0 − 𝚯̃𝑣 = 𝐅0 

همان فرکنانس تحرینک پاینه )ینا درکنل فرکنانس        𝜔که 

 :  باشد. و از معادله بعدی داریم نیروی خارجی( می

(57) (
1

𝑅
+ 𝑗𝜔𝐶𝑝) 𝑣 + 𝑗𝜔Θ̃d0 = 0 

 (58) رابطه ا مطابقه یو جابجای 9درنهایت ولتاژ حالت پایا

 ید.آ یدست مهب

(58) 

𝑣𝑠𝑠 =
𝜔Θ̃𝐓𝑑0

(
1
𝑅

+ 𝑗𝜔𝐶𝑝)
 

[𝐊 − 𝐌𝜔2 + 𝐣𝜔𝐂 + (𝑗𝜔Θ̃Θ̃𝐓) (
1

𝑅

+ 𝑗𝜔𝐶𝑝)
−1

] 𝑑0 = 𝐅0 

 

 نتایج عددی

 صحت سنجی  

قبل از انجام صحت سنجی در این بخش تحلیل همگرایی 

نمودار بنا   ، انجام شده است و مطابق این تحلیل 3شکل مطابق 

 المان با دقت صدم به همگرایی رسیده است. 30

ای طبیعنی در  هن  سفرکنان  ی هبه ذکنر اسنت محاسنب   لازم 

𝑹حالننت اتصننال کوتنناه ) → 𝑹( و منندار بنناز )𝟎 → ( طبننق ∞

 محاسبه شده است. (59)ی  رابطه

(59) 

𝐌𝐝̈ + 𝐊𝐝 = 0          𝑹 → 𝟎        

𝐌𝐝̈ + 𝐊∗𝐝 = 0          𝑹 → ∞ 

𝐊∗ = 𝐊 +
Θ̃Θ̃𝐓

𝐶𝑝

 

هنای   فرکنانس ای،  به منظور انجام صحت سنجی کد رایانه

پیستیک پلی کربنات بنا  ی  طبیعی یک تیر ساندویچی با هسته

پیزوالکترینک مطنابق   ی  آلومینیومی همراه با یک لایههای  رویه

در  انند.  مقایسنه شنده   1جدول حاضر در ی  و مطالعه [2] مرجع

یک صحت سنجی دیگر بنه منظنور ارزینابی ولتناژ خروجنی در      

، سناندویچی ی  حالت پوشش موضنعی در ینک برداشنت کنننده    

ول در حالت سه بعندی در  نتایج تحلیل حاضر با نرم افزار کامس

پیزوالکترینک  های  مقایسه شده است. بر این اساس لایه 4شکل 

به طول یک چهارم طول کل تیر و در موقعیت وسط تیر فنرض  

 2جدول هندسی و مکانیکی در شده است. همچنین مشخصات 

 آورده شده است. 

بنا دقنت بسنیار خنوبی بنر      هنا   ولتناژ  4شکل طبق نمودار 

 باشند.   می یکدیگر منطبق

 

 
 و باز مدار اول فرکانس دو برای همگرایی تحلیل نمودار :3 شکل

 بسته مدار

 
طبیعی مدار باز و اتصال کوتاه با های  فرکانسی  مقایسه: 1جدول 

 [2] مرجع

شماره 

 مود

مدارباز 

 )هرتز(

[2] 

اتصال 

کوتاه 

 )هرتز(

[2] 

مدارباز 

 )هرتز(

مطالعه 

 حاضر

اتصال 

کوتاه 

)هرتز( 

مطالعه 

 حاضر

خطای 

 مدارباز

(%) 

خطای 

اتصال 

 کوتاه

(%) 

1 96.30 96.09 96.18 96.02 0.12 0.07 

2 409.48 409.06 407.33 407.08 0.52 0.48 

 

 
 بعدی سه حالت در کامسول افزار نرم با سری ولتاژ ی مقایسه :4 شکل

 طول چهارم یک پوشش و
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 مشخصات هندسی و مکانیکی : 2جدول 

اجزای برداشت 

 کننده
 مقدار متغیر

 مشخصات تیر

 پهنا و ضخامت، طول
𝐿 = 0.2𝑚 , 𝑏
= 0.01𝑚  
ℎ = 5𝑚𝑚 

، منندول الاستیسننیته 

ضنننریب پواسنننون و  

 چگالی

𝐸 = 70𝐺𝑝𝑎 , 𝜐
= 0.33  
𝜌 = 2700 

مشخصنننننننننننننات 

 هاپیزوالکتریک

 پهنا و ضخامت، طول
𝐿 = 0.05𝑚 , 𝑏
= 0.01𝑚  
ℎ = 2𝑚𝑚 

ضننننرایب منننناتریس 

 سفتی و چگالی

𝑐11 = 𝑐22

= 6.95𝑒10 

𝑐12 = 2.43𝑒10 

𝑐66 = 2.25𝑒10 

𝜌 = 7750 
ثوابت پیزوالکتریک و 

 دی الکتریک
𝑒31 = 16.04 

𝜀33
𝑆 = 9.5𝑒 − 9 𝐹 

مقاومننت الکتریکننی و  

 نسبت میرایی
𝑅 = 1𝑒8Ω , 𝜁
= 0.02 

 

 ضریب پواسونبررسی اثر 

الف فرکانس طبیعی اتصال کوتاه )فرکانسی کنه  – 5شکل 

فقط از ماتریس جرمی و سفتی بدست آمده اسنت( را بنرای دو   

ضنریب  لاینه و در دو حالنت بنا    ضخامت مختلف کامپوزیت تک

هنا   دهد. در این نمنودار  می نشان پواسون و بدون ضریب پواسون

الیناف کامپوزینت   ی  میلیمتر و زاویه 0.1ضخامت پیزوالکتریک 

درجه فرض شده است. طبق نمودار بنرای هنر دو ضنخامت     90

توان دریافت ضنریب   می نمودارها تقریبا روی هم منطبق بوده و

صی در فرکانس اتصال کوتناه نداشنته اسنت. در    پواسون تاثیرخا

صد خطای عدم درنظرگیری ضریب پواسنون  درقسمت )ی( نیز 

با توجه به کوچنک بنودن    𝐿/ℎ𝑐آورده شده است که با افزایش 

امت درصد خطا بیشتر شده است. همچننین در ضنخ  ها سفرکان

از حنالتی اسنت کنه    تنر  صد خطا کمی کامپوزیت درلایه بیشتر

النف نمنودار   -6شنکل  در  .باشند میه کامپوزیت کم ضخامت لای

درجه رسنم شنده اسنت.     45ی  فرکانس اتصال کوتاه برای زاویه

ر ضریب پواسنون بسنیار محسنوس    طبق نمودار در این حالت اث

به طوری که با کاهش ضخامت اختیف دو حالت زیاد شده  بوده

ی در صنند خطننا نیننز بیشننتر شننده اسننت.  -6شننکل و مطننابق 

میلیمتننر  1همچنننین بننا افننزایش ضننخامت کامپوزیننت یعنننی  

 شود. می درجه خطای بیشتری حاصل 90برخیف زاویه 

 
 )الف(

 
 )ب(

 الیاف ی زاویه با لایه تک کامپوزیت برای پواسون ضریب اثر :5 شکل

 خطا درصد ب( کوتاه اتصال فرکانس الف( 90
 

در بررسنی اثنر ضنریب    هنا   برای روشن شدن نقش پیزوالکتریک

یعننی زمنانی کنه    ، خطنای فرکنانس مندارباز سیسنتم    ، پواسون

رسنم شنده    7شنکل  در ، مقاومت الکتریکی بینهایت شده است

بالا و پنایین  ی  است. به این منظور نمودار در دو حالتی که رویه

درجه بوده و حالتی که دولاینه بنا زاوینه     90هر کدام تک لایه و

 است. درجه باشند ارائه شده  90و0

صد خطای فرکانس مدارباز بیشتر از اتصال مطابق شکل در

بنا  هنا   باشد بنه طوریکنه بنا دو لاینه شندن کامپوزینت       می کوتاه

طنای  خ 80حندودا   𝐿/ℎ𝑐میلیمتنر( تنا    0.5ضخامت کل ثابت)

 لایه و بعد از آن کمتر است.دولایه بیشتر از کامپوزیت تک

  8شنکل  درجنه در   - 45و  45نمودار مذکور برای زوایای 

شود که خطنای  عندم    می ارائه شده است. طبق نمودار مشاهده

وزینت  درصد برای کامپ 35درنظرگیری ضریب پواسون تا حدود 

تنوان بنه افنزایش    علت این موضوع را می تک لایه رسیده است.

 کوپلینگ خمش و کشش در لایه کامپوزیت نسبت داد.
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 )الف(

 
 )ی(

 الیاف ی زاویه با لایه تک کامپوزیت برای پواسون ضریب اثر :6 شکل

 خطا درصد ب( کوتاه اتصال فرکانس الف( درجه 45

 

 
 )الف(

 
 )ب(

 با دولایه و لایه تک کامپوزیت برای پواسون ضریب اثر :7 شکل

 خطا درصد ب( مدارباز فرکانس الف( درجه 90 و 0 الیاف ی زاویه

 

 
 )الف(

 
 )ب(

 برای مدارباز فرکانس خطای درصد ب( مدارباز فرکانس الف( :8 شکل

  پایین و بالا رویه متفاوت چینی لایه دو
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 بررسی ولتاژ و دامنه جابجایی  برداشت کننده

در این قسمت به بررسنی اثنر ضنریب پواسنون بنر ولتناژ       

شود. به این منظور فرکانس تشندید   می پرداختهها  پیزوالکتریک

کنننده تحنت اینن    ویچی در ابتدا پیدا شده و برداشنت تیر ساند

1𝑚با دامنه ی ثابت  فرکانس تحریک

𝑠2  همچننین  گینرد قرار منی .

کند که اینن   می ضرایب میرایی با توجه به ضخامت هسته تغییر

الف ولتاژ -9شکل لحاظ شده است. در ای  مورد نیز در کد رایانه

ی  کننده انرژی با ضریب پواسون و بدون آن برای زاوینه برداشت

شنود. مطنابق شنکل بنرای هنر دو       می درجه الیاف مشاهده 90

( ابتدا ولتاژ زیاد شده 𝐿/ℎ𝑐 نمودار با نازک شدن هسته )افزایش

 و سپس کاهش یافته است. امنا بنه اخنتیف دو نمنودار افنزوده     

درصند   9شود به طوریکه در قسنمت )ی( درصند خطنا بنه      می

 رسیده است. 
 

 
 )الف(

 
 )ب(

 درصد ب( درجه 90 الیاف زاویه ،ولتاژ بر پواسون ضریب اثر :9 شکل

 خطا

 

کننننده بننرای الننف تغییننرات ولتنناژ برداشننت-10شننکل در 

شود. با توجه به نمودار ضنمن اینکنه    می درجه دیده 45ی  زاویه

الیاف ولتاژ حاصل را نسبت به قبنل افنزایش داده   ی  تغییر زاویه

لنذا اثنر ضنریب     اما اختیف دو نمودار بیشتر شده اسنت. ، است

شنکل  باشند. در   می درجه بیشتر مشهود 45ی  پواسون در زاویه

ی درصد خطای ولتاژ محاسبه شده با نازک شدن هسته بنه  -10

 درصد رسیده است. 44حدود 
 

 
 )الف(

 
 )ب(

 درصد ب(  درجه 45 الیاف زاویه ،ولتاژ بر پواسون ضریب اثر :10 شکل

 خطا

 

الیناف بنر اهمینت در    ی  به منظور روشن شدن اثنر زاوینه  

تغییرات ولتاژ بنر حسنب    11شکل در ، نظرگیری ضریب پواسون

رسنم شنده اسنت. در اینن شنکل      هنا   زوایای مختلف الیاف رویه

نمودار برای فرکانس تشدید و همچنین ضرایب میرایی هر زاویه 

میلیمتنر در   5/0تک لایه و بنا ضنخامت   ها  محاسبه شده و رویه

 36طبق شکل بنا افنزایش زاوینه تنا حندودا       اند. شده نظرگرفته
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درجه ولتاژ به بیشترین حد خود رسیده و بعد از آن سیر نزولنی  

دارد. با بررسی نمودار خطا در این شکل واضح اسنت کنه عندم    

درجنه منجنر بنه     1/3تنا   0درنظرگیری اثر پواسون در زواینای  

بعد از آن و درجه به صفر رسیده  1/3در ، بیشتر شدههای  پاسخ

تنر از مقندار صنحیح آن خواهند بنود.      ولتاژ محاسنبه شنده کنم   

درجه نمنودار خطنا بنه بیشنینه خنود       36ی  همچنین در زاویه

   رسد. می درصد 10درجه نیز خطا به زیر  90رسیده و در 

 

 
 الیاف ی زاویه تغییر با ولتاژ تغییرات بر پواسون ضریب اثر :11 شکل

𝒉𝒄 و پایین و بالا رویه = 𝟐𝒎𝒎. 

 

به دلیل اثر گنذاری ضنریب پواسنون بنر فرکنانس       واقعدر 

مدارباز، فرکانس تحریک نیز برای حالتی کنه بنا ضنریب    تشدید 

اینن ضنریب اسنت متفناوت      اثر پواسون بوده و حالتی که بدون

باشد. همچنین به دلیل اثر گذاری بر ضرایب میرایی رایلنی،  می

کند. بنابراین مجموع یس میرایی نیز برای دو حالت فرد میماتر

دو عامل یاد شده به همراه تناثیر مسنتقیم ضنریب پواسنون بنر      

از ای خناص  در زاویه ،ولتاژ باع  شده است تا اختیف دو حالت

خیز تینر سناندویچی در فرکنانس    الیاف به حداکثر مقدار برسد. 

رسنم   12شنکل  درجنه در   45و  90تحریک صفر برای زواینای  

درجنه اثنر ضنریب     90ی  در زاوینه هنا   شده است. مطابق نمودار

ر ناچیز بوده و دو نمودار تقریبا بنر هنم   پواسون بر خیر تیر بسیا

درجه تناثیر ضنریب پواسنون     45ی  منطبق هستند اما در زاویه

مشهود است و اختیف در نوک تینر بنه بیشنینه خنود رسنیده      

 (57)و  (56)تنوان در معنادلات   علت این موضنوع را منی   است.

-طوری که با صفر شدن فرکانس تحریک معادلهجستجو کرد به

شود و تنها اثر ضریب ی استاتیکی شبیه میی حرکت به معادله

 ماند.پواسون در ماتریس سفتی باقی می

حرکنت  ی  اثر ضریب پواسون بر تغییرات دامننه  13شکل 

ی  هرتز و بنرای زاوینه   36نقاط مختف تیر را در فرکانس تشدید 

نظنر  صرفدهد. همچنین خطای  می درجه نشان45و  90الیاف 

شود. طبنق   می مشاهده 14شکل ضریب پواسون در  کردن از اثر

درجنه چشنمگیر    45ی  نمودار دامنه جابجایی اگرچنه در زاوینه  

درجه نیز اینن خطنا زیناد بنوده و قابنل       90ی  است اما در زاویه

اثر ضریب پواسنون هنم    12شکل ف بر خی چشم پوشی نیست.

در ماتریس سفتی و هم در ماتریس کوپلینگ الکترومکنانیکی و  

رود هم در ماتریس میرایی نهفته خواهد شد بنابراین انتظار منی 

 های غیر صفر مشهودتر باشد.در فرکانس اثر پواسون

 

 
 صفر فرکانس در خیز بر پواسون ضریب اثر :12 شکل

 

 
 ،هرتز 36 تشدید فرکانس در خیز بر پواسون ضریب اثر :13 شکل

 درجه 45 و  درجه 90 الیاف زاویه
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 ضریب درنظرگیری عدم صورت در خیز خطای صد در :14 شکل

 درجه 45 و 90 زوایای ،تشدید فرکانس در پواسون

 

الف تغییرات ولتاژ با فرکانس تحرینک بنرای   -15شکل در 

 برای هنم روینه بنالا و هنم پنایین مشناهده       [0,90]لایه چینی 

شود. مطابق نمودار واضح است کنه عندم در نظرگینری اثنر      می

هنای   ضریب پواسون برای زوایای متعامند نینز منجنر بنه پاسنخ     

ی  بنرای چنند لاینه    النف -15شنکل  متفاوت خواهد شد. نمودار 

شود کنه   می ی رسم شده است. مشاهده-15شکل زاویه دار در 

اوت دو ولتاژ برای اثر ضنریب پواسنون بیشنتر از    طبق انتظار تف

 باشد. می حالت متعامد

پیزوالکتریک ها،  برای روشن شدن اثر عدم تقارن بین رویه

𝐿𝑃پایین و بالا به طول ینک چهنارم طنول کنل )    

𝐿
= ( تینر  1/4

فرض شده و پیزوالکترینک  پنایین در موقعینت نزدینک سنمت      

گیردار ثابت بوده و پیزوالکتریک بالا به سنمت لبنه آزاد جابجنا    

بنرای چیندمان      16شنکل  شده است. اثر این تغییر موقعینت در  

رسم شنده اسنت. در اینن      [45,45-]برای  17شکل و  [0,90]

حالننت نیننز تمننامی ولتاژهننا در فرکننانس تشنندید آن موقعیننت  

با حرکت پینزوی بنالایی رونند     16شکل محاسبه شدند. مطابق 

تغییر ولتاژ  برای با ضریب پواسون و بدون آن تقریبا مشابه بوده 

شود و در  می اما خطای ولتاژ با افزایش عدم تقارن پیزوها بیشتر

درصد رسیده است. همچنین در  -12ی  قدار بیشینهنهایت به م

بررسی پوشش سراسری پیزوهنا بنا همنین چیندمان و شنرایط      

ولت و بندون اثنر پواسنون     2.14مشاهده شد که بیشترین ولتاژ 

 درصند  5.3آیند کنه خطنای آن حندود      منی  ولت بدست 2.05

 شود.   می

 

 
 )الف(

 
 )ب(

 [45-,45]  (زوایای ب  [0,90]  زوایای الف( :15 شکل

 

 
 و بالایی پیزوالکتریک های موقعیت ازای به ولتاژ تغییرات :16 شکل

 [0,90] چیدمان پواسون. ضریب درنظرگیری عدم خطای

 

برخیف نمودار قبل رونند تغیینرات ولتناژ در     17شکل در 

صورت عندم درنظرگینری پواسنون متفناوت خواهند شند ولنی        
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بیشترین خطا در زمانی که پیزوی بالا دقیقا بالای پیزوی پایین 

درصند   55شود که این مقندار بنه حندود     می قرار گرفته حاصل

خطا رسیده است. همچنین با افزایش عدم تقارن ولتاژ خروجنی  

شود. در این چیدمان نیز با بررسی پوشش سراسنری   می نیز کم

ولنت   2.02ولت و بدون اثر پواسون  4.25پیزوها بیشترین ولتاژ 

 درصد خواهد شد. 52حاصل شده است که خطای آن حدودا 

چیدمان رویه کامپوزیتی بنالا نسنبت بنه پنایین      18شکل 

 [0,90]متفاوت و نامتقارن بوده به طوریکه رویه بالا با چیدمان 

فرض شنده اسنت. بنا مشناهده نمنودار       [45,45-]و رویه پایین 

الایی ولتناژ کناهش یافتنه امنا     همچنان با حرکت پیزوالکتریک ب

خطای درنظر نگرفتن اثر پواسون در ابتدا کاهشنی و سنپس  از   

موقعیت 
𝑥𝑝

𝐿
= روند افزایشی یافته و در بیشترین مقدار بنه   0.3

 درصد رسیده است. 38خطای حدود 

 
 و بالایی پیزوالکتریک های موقعیت ازای به ولتاژ تغییرات :17 شکل

 [45,45-] چیدمان پواسون. ضریب درنظرگیری عدم خطای

 

 
 و بالایی پیزوالکتریک های موقعیت ازای به ولتاژ تغییرات :18 شکل

 لایه و [45,45-] پایین لایه پواسون. ضریب درنظرگیری عدم خطای

 [0,90] بالا

 پهنااثر ضریب پواسون با تغییر 

 bدر ایننن قسننمت محاسننبات بننه ازای تغییننرات پننارامتر  

ی  )پهنای تیر( انجام شده اسنت. در اینن راسنتا جهنت مقایسنه     

، درستی نتایج بنا احتسنای اثنر ضنریب پواسنون بنر ولتناژ تینر        

بنایمورف در ننرم افنزار کامسنول بنه صنورت       ی  برداشت کننده

ج -19شنکل  الف تا -19شکل سازی شده است. در بعدی مدل3

میلیمتر  1و  0.5، 0.1پیزوالکتریک های  به ترتیب ضخامت لایه

فرض شده است. مطابق هر سه شکل بنا کناهش پهننای تینر از     

𝐿حدودا 

𝑏
= روند افزایشنی ولتناژ الکتریکنی متوقنف شنده        30

است و مقادیر به کد ینک بعندی حاضنر همنراه بنا اثنر ضنریب        

 شود. می پواسون نزدیک

خطای ولتاژ برای حالت با ضنریب پواسنون و مندل     صددر

 20شنکل  سه بعدی کامسول در فرکنانس تحرینک تشندید در    

پیزوالکترینک  های  رسم شده است که برای هر سه ضخامت لایه

𝐿از حدود 

𝑏
=  سیر نزولی درصد خطا شروع شده است. 30

 

 
 )الف(

 
 )ب(
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 )ج(

 الف(  پیزوالکتریک ضخامت  برای تشدید فرکانس در ولتاژ :19 شکل

 میلیمتر 1 ج(  میلیمتر 0.5 ب(  میلیمتر 0.1

 

 
 در بعدی سه مدل و پواسون ضریب با ولتاژ خطای صد در :20 شکل

 تشدید فرکانس

 

 نتیجه گیری

الکتریکی در مطالعه حاضر اثر ضریب پواسون برمشخصات 

ی پیزوالکتریکی بررسی انرژهای  کنندهو دامنه جابجایی برداشت

کننده به صنورت تینر یکسنرگیردار سناندویچی بنا      شد. برداشت

را پیزوالکترینک  ها  کامپوزیتی بوده که یک لایه از رویههای  رویه

سننازی هسننته همسننانگرد از تشننکیل داده اسننت. بننرای منندل 

های برشی مرتبه بالا با احتسنای اثنرات کنرنش راسنتای       هنظری

بنالا و پنایین از مندل اویلربرننولی بنا      های  ضخامت و برای رویه

-احتسای اثر ضریب پواسون اسنتفاده شند. همچننین در مندل    

درجنه آزادی در هنر    9بنا  گرهنی    هالمان س سازی اجزاء محدود

 گره با توابع شکل هرمیتی و لاگرانژی مورد استفاده قرار گرفت.

در قسمت اول نتایج نشان داده شد که اثر ضریب پواسون 

هنای   بر فرکانس طبیعی اتصال کوتاه و مدار باز  برای کامپوزیت

زاوینه  های  اما در لایه چینی با زوایای متعامد چندان زیاد نیست

𝐿درصد در  70د خطا به دار درص

ℎ𝑐
= خواهند رسنید. در    400

تیر ساندویچی ی  قسمت دوم اثر ضریب پواسون بر ولتاژ و دامنه

در فرکننانس تشنندید بررسننی شنندند. طبننق نتننایج بننر خننیف   

در صنورت در نظرنگننرفتن اثننر ضننریب  ، طبیعننیهننای  فرکنانس 

 10پواسون برای زوایای متعامد درصد خطای ولتناژ بنه حندود    

درصد رسیده است. در  44برای کامپوزیت زاویه دار به درصد و 

از ها  یک بررسی دیگر تغییرات ولتاژ به ازای زوایای مختلف رویه

درجه با مدل حاضر و مندل بندون ضنریب پواسنون      90صفر تا 

رسم شد. در این بخش مشاهده شد با افزایش زاوینه تنا حندودا    

از آن سنیر   درجه ولتاژ به بیشترین حد خود رسنیده و بعند   36

درجنه نمنودار خطنا بنه      36ی  نزولی دارد. همچننین در زاوینه  

 10درجه نیز خطای ولتاژ به زینر   90بیشینه خود رسیده و در 

 رسد. می درصد

در بررسی خطای عدم احتسای ضریب پواسون بنر دامننه   

کنه بنرای زواینای     رکت و در فرکنانس تشندید مشناهده شند    ح

ای الیاف زاوینه دار حندود   درصد و بر 78در حدود  خطا متعامد

شود. این درحنالی اسنت کنه در فرکنانس      می درصد حاصل 98

صفر اثر ضریب پواسون بر خیز استاتیکی و برای زوایای متعامند  

 درجه چشمگیر خواهند شند.   45بسیار ناچیز بوده اما در الیاف 

در بخش بعد تغییرات ولتاژ با تغییرات فرکانس تحریک برای دو 

هنای   مد و زاویه دار محاسبه شد که در فرکنانس متعای  چندلایه

بندون اثنر ضنریب    هنا   نزدیک به فرکانس تشدید اخنتیف ولتناژ  

اثنر  ی  پواسون برای هر دو لایه چینی فاحش بودند. در مطالعنه 

و عدم تقارن لایه چینی روینه  ها  عدم تقارن مکانی پیزوالکتریک

عنندم تقننارن مکننانی  ، بننالا نسننبت بننه پننایین مشنناهده شنند  

تواند تاثیر ضریب پواسون را بیشتر از پوشش  می هاالکتریکزوپی

 مشترک در هردو چیدمانی  کند. به عنوان نکتهها  سراسری آن

بیشنترین   اشاره نمود کنه  نیز توان به این مورد می بررسی شده،

تواند تولید کند در پوشش  می کنندهولتاژی که سیستم برداشت

پیزوها بنوده اسنت. سنومین    موضعی بیشتر از پوشش سراسری 

روینه   الیاف چیدمان از این بخش مربوط به عدم تقارن چیدمان

پایین بوده که در این حالت بنا حرکنت لاینه     رویه بالا نسبت به

اثر ضریب پواسون در منوقعیتی   پیزوالکتریک خطای عدم وجود

) خاص
𝑥𝑝

𝐿
= به کمترین مقدار رسیده و بعد از آن دوبناره   (0.3
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بننه خننود گرفتننه اسننت. در قسننمت آخننر ولتنناژ سننیر صننعودی 

بنا مندل سنه بعندی      b الکتریکی حاصل به ازای پهنای مختلف

هننای  افننزار کامسننول بننرای سننه ضننخامت مختلننف لایننه  نننرم

پیزوالکتریک مقایسه شدند. نتایج برای فرکانس تشدید هر مورد 

محاسبه شده که مطابق نتایج نرم افزار کامسول با افزایش پهننا  

𝐿ی حدود از مقدار

𝑏
= روند کاهشنی ولتناژ شنروع شنده و       30

شود. این در حالی  می حاضر بیشتری  درصد خطا با مدل مطالعه

است که اختیف ولتاژ محاسبه شده در صورت صفر فرض شدن 

 جانبی چشمگیر و غیرقابل اغماض خواهد شد.های  کرنش

تنوان دریافنت در    منی  بنابراین طبنق نتنایج اینن مطالعنه     

چه به ، پیزوالکتریکی  چندلایه کامپوزیتی با وجود لایههای  تیر

بنرای  ، روی کامپوزینت هایی  صورت نهفته و چه به صورت وصله

الکتریکی و پاسنخ دیننامیکی تیرهنای    های  مشخصهی  محاسبه

جننانبی هننای  و چننرخشهننا  کننرنش، برداشننت کننننده انننرژی 

𝜖𝑦𝑦
0 ، 𝛾𝑥𝑦

0 ، 𝜅𝑦𝑦  و𝜅𝑥𝑦 مننود و لازم تنوان صنفر فنرض ن    نمنی  را

ین نننهمچ و Dو  A ،Bهننای  منناتریساسننت بننر حسننب اجننزاء 

مشخصات الکتریکی و دی الکتریکی پیزوالکتریک محاسبه شده 

همنراه بنا پیزوالکترینک    هنای   و در معادلات ساختاری چندلاینه 

 جایگذاری شوند.

 

 هاپی نوشت
1   Cellulose Electro-active paper 

2   Bimorph  

3   Delamination  

4   Curvature  

5   Strain energy 

6   Kinetic energy 

7   Capacitance  

8   Variation  

9  Steady state 

 

 مراجعمنابع و 

[1] Biglari, H., Nazarzadeh Ansaroudi,M and  

Rezazadeh Movahhed,S , Static response 

of smart beams equipped with 

extension/shearing piezoelectric patches 

considering Poisson's effect based on 

different theories, Amirkabir Mechanical 

Engineering Journal,2016.45(4): p. 371-

378. (in persian) 

 [2] Li, X., et al., Sandwich piezoelectric 

energy harvester: Analytical modeling and 

experimental validation. Energy 

conversion and management, 2018. 176: p. 

69-85. 

[3] Liang, H., G. Hao, and O.Z. Olszewski, A 

review on vibration-based piezoelectric 

energy harvesting from the aspect of 

compliant mechanisms. Sensors and 

Actuators A: Physical, 2021. 331: p. 

112743. 

[4] Salman, E., et al., The Effect of Poisson 

Ratio and Beam Width on the Fundamental 

Frequency of a Cantilever Beam. IEEE 

Sensors Letters, 2024. 

[5] Arani, A.G., et al., Energy harvesting of 

sandwich beam with laminated composite 

core and piezoelectric face sheets under 

external fluid flow. Smart Structures and 

Systems, 2021. 27(4): p. 641-650. 

[6] Borowiec, M., J. Gawryluk, and M. 

Bochenski, Influence of mechanical 

couplings on the dynamical behavior and 

energy harvesting of a composite structure. 

Polymers, 2020. 13(1): p. 66. 

[7] Ibrahim, D.S., et al., Optimal strain-

deflection analyses of a wedge edged beam 

for enhanced vibration energy scavenging 

in patch-like harvester. Mechanics Based 

Design of Structures and Machines, 2023. 

51(5): p. 2435-2457. 

[8] Hosseini, R., et al., Analytical and 

experimental investigation of partially 

covered piezoelectric cantilever energy 

harvester. International Journal of 

Precision Engineering and Manufacturing, 

2017. 18: p. 415-424. 

[9]         Karimi,M., Salehzadeh,A, and  

Shahverdi,H, Experimental study of energy 

harvesting by piezoelectric from flutter 

phenomenon in wind tunnel. The 18th 



 یهوانورد یمهندس یپژوهش -یعلم یهنشر                                                    اثر ضریب پواسون بر عملکرد الکترودینامیکی تیر ساندویچی

 1404بهار و تابستان  ،اول، شماره بیست و هفتمسال                                                                                                                 

 

  /147 

conference of the Iranian Aerospace 

Association. 1398 (in persian) 

[10] Arvan, M., Farrokh,M, and Irani,S, 

Shape optimization of a unimorph 

piezoelectric energy harvesting beam. 

Aerospace knowledge and technology, 

2020. 9(2): p. 255-266 (in persian) 

 [11] Hosseini, R., Letafati, H, and Hosseini 

Moghaddam,S.S, Vibration Energy 

Harvesting Using Bimorph Piezoelectric 

Cantilever. Journal of Solid and Fluid 

Mechanics, 2017.7(1).(in persian) 

 [12] Fallah, M and Arab Maleki,V, 

Piezoelectric Energy Harvesting Using a 

Porous Beam Under Fluid-Induced 

Vibrations. Amirkabir Mechanical 

Engineering Journal,2021.53(8): p. 4633-

4648. (in persian) 

 [13] Rezaei, M., et al., Integrating PZT 

layer with tuned mass damper for 

simultaneous vibration suppression and 

energy harvesting considering exciter 

dynamics: An analytical and experimental 

study. Journal of Sound and Vibration, 

2023. 546: p. 117413. 

[14] Malekzadeh, K., S.M.R. Khalili, and 

A. Veysi Gorgabad, Dynamic Response of 

Composite Sandwich Beams With 

Arbitrary Functionally Graded Cores 

Subjected to Low-Velocity Impact. 

Mechanics of Advanced Materials and 

Structures, 2015. 22(8): p. 605-618. 

[15] Sabri Laghaie,K and Mahmoudkhani,S, 

Flutter analysis of the panel treated with 

integrated and segmented constrained layer 

damping. Journal of Solid and Fluid 

Mechanics, 2021.11(3): p. 245-261.(in 

persian) 

 [16] Vahedi asl,T and Mahmoudkhani,S, 

Investigating the performance of the 

damped vibration absorber made of a 

three-layer beam with a viscoelastic 

core.2021.11(5): p.1-16. (in persian) 

[17] Biglari, H., M.N. Ansaroudi, and S.R. 

Movahhed, Static Response of Smart 

Beams Equipped with Extension/Shearing 

Piezoelectric Patches Considering 

Poisson's E ect Based on Different 

Theories. Mechanical Engineering, 2017. 

48(4). 

[18] Biglari,H and Sattari Sarebangholi,M, 

Free Vibration of Delaminated Composite 

Timoshenko Beam Considering Poisson’s 

Effect. 2014.44(3): p. 1-10. (in persian) 

 [19] Frostig, Y. and O.T. Thomsen, High-

order free vibration of sandwich panels 

with a flexible core. International Journal 

of Solids and Structures, 2004. 41(5-6): p. 

1697-1724. 

[20] Sadd, M.H., “Elasticity: theory, 

applications, and numerics,” Academic 

Press, 2009 

[21] Piefort, V., Finite element modelling of 

piezoelectric active structures. 2001. 

                                                      
 

 

 

 

 

 

 

 


