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 چکیده
متقرارن و   این میکرو ورق بر روی بسترر دشومی یبررس یسکوالاستیکو توپر و توخالی ایدایره میکرو ورق یرخطیآزاد غ اتارتعاشدر این مقاله، 

معرادلات  شرودر  لحرا  مری   شرده اصرلا   کوپر  تنش  یتئور اثر مقیاس کوچک با استفاده ازر است قرارگرفته یرخطیغ یسکوالاستیکنامتقارن و

به دسرت آوردن فرکرانس    یاستر برا آمدهدستبه( FSDT) اولمرتبه  یشک  برش غییرت یهبر اساس نظر یلتوناص  هم با ورق یکروم یرخطیغ

نترایج محققران مقایسره شرده     آمده برا  دستبه یجاستر نتا شدهاستفاده یوتنتکرار ن یتم( و الگورFEMمحدود ) یاز روش اجزا یرخطیغ یعیطب

خامت، بره  ر   یرونری طرول، نسربت شرعا  ب    یراس مانند پارامتر مق لفمخت یسپس اثرات پارامترهامشاهده استر  هاآناست و تطابق خوبی بین 

 سرازه و  یرایری مختلرف، م  یمررز  یطمتقارن و نامتقارن، شرا یرخطیغ بسترهای شونده،نرم و سخت  یرخطیغ بسترحداکثر انحراف به  خامت، 

 اییرره دا میکررو ورق  غیرخطیفرکانس  ینو کمتر ینبالاتر یدارا یببه ترتآزاد و گیردار  یمرز یطشراکه  دهدینشان م یجر نتاشد بررسی بستر

فرکرانس   و معنراداری دارنرد   یرتأث یرخطیمتقارن و نامتقارن بر فرکانس غ یرخطیغ یسکوالاستیکو بسترهایهمچنین،  هستندرو توخالی  توپر

 کندریم ییرتغ ی هر نسبت دامنه به  خامتبالاتر برا یرنامتقارن سخت شونده به مقاد بستردر حضور  توخالی ایدایره یکرو ورقم یرخطیغ

، شرده اصرلا  کوپ   تنش یهنظر ،یرخطیغ یسکوالاستیکو توپر و توخالی، بستر اییرهدا ورق یکروم ،غیرخطیآزاد  اتارتعاش :های کلیدیواژه
 رروش اجزاء محدود اول،مرتبه  یشک  برش ییرتغ یهنظر

 

 

Effect of Small Scale on Nonlinear Vibrations of Viscoelastic Circular 

Microplate Rested on Nonlinear Viscoelastic Foundation 

 

Abstract  
In this paper, the nonlinear free vibrations of viscoelastic solid and annular circular microplates are 

investigated. These microplates are rested on a viscoelastic symmetrical and asymmetric nonlinear 

foundations. The small scale effect is considered using the modified coupling stress theory. The nonlinear 

equations of the microplates are obtained using Hamilton's principle and first order shear deformation 

theory (FSDT). The finite element method (FEM) and Newton iteration algorithm are used to obtain the 

nonlinear natural frequency. The obtained results are compared with the results of the researchers and a 

good agreement is observed between them. Then, the effects of various parameters such as length scale 

parameter, outer radius to thickness ratio, maximum deflection to thickness ratio, softening and hardening 

nonlinear foundation, symmetric and asymmetric nonlinear foundation, different boundary conditions, 

structure and foundation damping were investigated. The results indicate that free and clamped boundary 

conditions have the highest and lowest nonlinear frequencies of solid and hollow circular microplates 

respectively. Besides, symmetric and asymmetric nonlinear viscoelastic foundations have a significant 

effect on the nonlinear nonlinear frequency and the nonlinear frequency of the hollow circular microplate 

changes to higher values for each amplitude ratio in the presence of a hardened asymmetric foundation. 

Key words: Nonlinear free vibrations, Solid and annular circular microplates, Nonlinear viscoelastic 

foundation, Modified couple stress theory, First order shear deformation theory, Finite element method 
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 مقدمه

 هرراسررازه یررزردر توسررعه  یررادیز هرراییشرررفتپ یررراًاخ

و نرانو   ویکرم یهادستگاهاستر در کنار استفاده از  شدهمشاهده

 تروان یمر ورق یکررو  م یبرا یمختلف یکاربردها یکی،الکترومکان

 یراکتورهرا [، 1] یزوالکتریرک پ یانرر   یهرا برداشت کننرده : به

، [0] پرره تروربین  ، [1] یرک اپتوالکترون یهرا ، دستگاه[3]  یانر

سره   یارچنرد شر   اتصرال ، آنتن [6]ذب صدا اج [،0]انتقال صدا 

 کراری ینماش، [0] موالکتریکتر-یک، پن  فتوولتائ[9]رزونانس 

برره کمررک ارتعرراش    یمسرر یکررروم یمیاییالکتروشرر یررهتخل

[، 11] یبعرد سره  گر، چراپ [14] یباد ینتورب [،1] یکاولتراسون

 ر[13]فعال  یکو اپت یقیتطب یکجبهه موج اپت یحتصح

 ایدایرره  هایورق مودآزاد و شک   اتارتعاش هایفرکانس

 یکنواخرت، ) یرخطری غ  رخامت  ییررات برا تغ  یم خ توخالیو 

 [11]توسط کانر    یتزو درجه دوم( با استفاده از روش ر یخط

 یری همگرا یترز ثابرت کردنرد کره روش ر    هاآناستر  شدهیینتع

المران   هرای روشبا  و کندیم ینرا تضم هافرکانس ییکران بالا

ر ارتعاشرات آزاد  دادانجرام  ایرن تحلیر  را   د توانر مری  یزمحدود ن

ساده از  گاهتکیه نازک همسانگرد با  ایرهدای هایورق یرخطیغ

 [10]توسررط هرراتربوب و بنامررار  مررودیچنررد  یکررردرو یررقطر

 ییررات همگرن برا تغ   یرر غ ایدایرره  ورقاسرتر   شدهسازییهشب

لبره   رایطشر  یبررا  ییفرانسیلد مربعبا روش  یرخطی خامت غ

 [10]ساده و آزاد توسرط گوپترا و همکراران     گاهتکیهدار،  یرهگ

برا  خرود را   یرق دق یهرا حر  راه یجنترا  هرا آن ررراسرت  دهشر ارائه

 یهاو روش یتزر-یلیر یتز،ر یوس،فروبن سریمختلف  یهاروش

 تحلیلییمهنراه ح   [16]و  ون   ینر کردند یسهمقا رسپتانس

 شرده ساخته ایدایره و ورق صفحات یبعدسه اتارتعاش یرا برا

 هرا آنام دادنردر  مختلف انج یمرز یطبا شرااز مواد مدرج تابعی 

دار  یرره گ ایدایرره  ورق بعدبیفرکانس  یننشان دادند که کمتر

مروج   عردد در نسبت  خامت به عرر  و   یشتریب مقدار یدارا

 شرو [19]اسررتر پنرر  و همکرراران  بررالاتر صررفحه  یطرریمح

برا   ایدایرره  ورق یرخطیغ ینامیکیپاسخ د یرا برا تحلیلینیمه

ر مرردل قرررارداد وردبررسرریمدار و سرراده  یرررهگهررای گرراهتکیرره

 [10سرلیم ]  توسرط  یکرروپلان در چرارچوب م  یسکوپلاستیکو

 استر پیشنهادشده

متصرر  برره  یرهررایت یرخطرریکمررانش و ارتعرراش غ پررس

[ 11]توسرررط الطررراهر و همکررراران    یرخطررریغ یهابسرررتر

انتگررال  -یفرانسری  ربرع د ماز روش  هرا آنر است شدهبینیپیش

 یفرانسری  انتگررال د  تحر  معرادلا   یبرا یوتنبا روش ن یعدد

ناقص استفاده کردنردر   تیر  یهامودو به دست آوردن  یرخطیغ

برر   یرادی ز یرترأث  یکالاست بستر یهاثابتنشان دادند که  هاآن

 یشبرا افرزا   یعری فرکانس طب یندارند و اول یعیطب هایفرکانس

محردود   یاجرزا  روشر یابرد مری  یشافزا یکالاست بستر  یرمقاد

 از مرواد  شرده ساخته یمتقارن محور یادایرهصفحات  یرخطیغ

و  ردیتوسرط   شرده اصرلا  تنش زوج  یهبا نظر شدهبندیدرجه

 یاجرزا  روش هاآناستر  قرارگرفته موردمطالعه [34] همکاران

 ر پایره ب شدهاصلا تنش زوج و  یککلاس هاییهنظربا را  محدود

توسعه  ایدایره ورق یرا برامرتبه اول تغییر شک  برشی  یتئور

استفاده  یوتناز روش تکرار ن یرخطیح  معادلات غ یادندر براد

 ورق یکررو م یمررز  یطهمه شررا  یطول برا یاسر اثر مقشودمی

 ی تحل [31] یشودر اصغریم ورقمنجر به سفت شدن  ایدایره

کوپر   ترنش  نظریره  برر   یمبتنر  یرخطری غ بعردی سه اتارتعاش

 ینبه ا هاآندر ارائه کردن یلیر میکرو تیرهای یرا برا شدهاصلا 

در  یطررول نقررش مهمرر یرراسکرره پررارامتر مق یدندرسرر یجررهنت

 ایلایره  یهنظر یکداردر  یرخطیو غ یخط یعیطب هایفرکانس

از مواد  شدهساخته یقعم یمنحن یرهایت اتارتعاش یکارآمد برا

[ 33] یاسرین توسرط بر  و    یحرارتر  یطتحت محمدرج تابعی، 

دمرا   یشه فرکانس با افرزا نشان دادند ک هاآناستر  یافتهتوسعه

ر اثر یابدمیکاهش  یمنحن یرهایت یسفت یدکاهش شد ی به دل

/  یکررو م یرخطری غ اتبر ارتعاشر  یو تنش حرارت یسطح یانر 

نظریره ترنش کوپر     بر اساس  یکیالکترواستات اییرهدا ورق نانو

 قرارگرفته موردبررسی[ 31]توسط وان  و همکاران  شدهاصلا 

برر   یهندسر  یرخطری کرنش غ یرادند که تأثنشان د هاآنر است

 میکررو ورق بزرگ به  خامت  یهدر نسبت شکاف اول هافرکانس

 نرانو  آزاد اتارتعاشر  [30]زار  و همکراران   یناستر مهر  ترمهم

مردرج   الکتریرک یزواز دو مراده پ  شرده ساختهدوار  ایدایره ورق

 اولمرتبره   یشک  برشر  ییرتغ یطبق تئوربر را تابعی  دارجهت

ورق  برا دامنره برزرگ     یحرارتر  یر ارتعاشرات القرا  ندوسعه دادت

( توسرط  FGMsوابسرته بره دمرا )    مدرج تابعی توخالی ایدایره

از  هرا آن یقاتر در تحقاست شدهبررسی[ 30]و همکاران  یجوان

تکررراری و  هررایروشو   یافتررهتعمرریم ییفرانسرریلد مربررعروش 

 مسرئله سرتر  ا شرده اسرتفاده  یومرارک رافسون و ن-یوتنن یزمان

 یبریردی ه یهرا نانولولره  ییکاستات خمشو  یرخطیغ اتارتعاش

برر ترنش    یمبتنر  یرمحلیغ نظریه الاستیکبر اساس  شدهفعال

 ر است شدهبررسی [36] رانو همکا اوکادتوسط 
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 یااسرتوانه  یهرا پوسته یآزاد و اجبار یرخطیغ اتارتعاش

 و همکرارانش  محمردی توسرط   ینازک متحرک محرور  اییرهدا

-رانر   روش روش اغتشراش و  هاآناندر شده یبندفرمول [39]

و  یروش حرر  عرردد یررک عنرروانبررهمرتبرره چهررارم را کوتررا 

 یرخطری غ یهرا ها و دامنره فرکانس بینییشپ یبرا تحلیلینیمه

 هرای پوسرته  یره و استفاده از نظر یلتونگرفتندر اص  هم ظردر ن

 ی تحلاز  بعدیسهو  یقراه ح  دق یک یمشتار-دان  یرخطیغ

از مواد مدرج ترابعی   شدهساخته مدور  ورق یآزاد برا اتارتعاش

و  اتاستر ارتعاش شدهانجام [30] توسط روشنبخش و همکاران

از مرواد   شرده سراخته  یسکوالاسرتیک و ورق ینرامیکی د یداریپا

و پاسرترناک برا    ینکلرر و بسرترهای  برر  قرارگرفتره مدرج تابعی  

 و همکراران سروفیو  ا توسرط  برولتزمن و ولترر   یماستفاده از مفاه

زمران   یرثابت کردند که مقراد  هاآناستر  شدهدادهتوسعه  [31]

 یوسرته پ طرور بره  یسکوالاستیسریته پرارامتر و  یشبا افزا یبحران

ر مانرد مری ثابرت   یطری ج محمرو  عدد کهدرحالی ،یابدمیکاهش 

کشسان پاسترناک  یهابسترنشان دادند که اثر  هاآن ین،همچن

 یبررا  ینکلرر کشسران و  یهابسرتر از اثر  یشترب یدر زمان بحران

 استر a/b ییراتتغ

 ییررراتتحررت تغ FGM ایدایررره ورق اتارتعاشرر یرر تحل

 ییفرانسرریلد روش مربررعبررا اسررتفاده از   غیرخطرری ییدمررا

اسرتر روش   شرده انجرام  [14] ینیتوسط لال و سرا  یافتهتعمیم

 درون صفحه و خرارج آزاد ارتعاشات  یبرا یکپارچه تحلیلینیمه

برا اسرتفاده از توابرع     داریرگ هایلبهاز صفحه با شک  دلخواه با 

توسرط   لورنرت  یسر نگاشتو توابع  یستوف کر-شوارتز نگاشت

 ورق یارتعاشر  یر  اسرتر تحل  شدهبررسی [11] و همکاران یوان

از  شدهساخته یکالکتروالاست یسیمغناط توخالیو  توپر ایدایره

متفاوت با  یسیالکترومغناط یطمتخلخ  با شرامواد مدرج تابعی 

وینیاس مرتبه بالاتر  توسط  یشک  برش ییرتغ یهاستفاده از نظر

ورق  یرا بررا  اجرزای محردود  اسرتر او مردل    یافتهتوسعه [13]

 یبررا  ی،در مختصرات قطبر  از مرواد مردرج ترابعی     شرده ساخته

از مواد مردرج   شدهساختهورق  یپاسخ فرکانس یواقع بینییشپ

ون کارمران   یرخطری غعبرارت  برا   توخالیو  توپر اییرهدا تابعی

 ییرر تغ یهبر اساس نظر حوزه کنترل مش یهاکردر روش ی تکم

خمش متقرارن   ینماتیکس وو مرتبه اول  یککلاس یشک  برش

 شرده ارائره [ 11]و همکراران  ردی توسرط   اییرهدا ورق یمحور

 یرخطری محردود غ  یاجرزا  ی تحل [10]استر جنائو و همکاران 

وابسته بره  از مواد مدرج تابعی  شدهساختهمتخلخ   میکرو ورق

نظریره ترنش   بر اسراس   یکیو مکان یحرارت یدما را تحت بارها

از  یرخطری حر  معرادلات غ   یانجرام دادر بررا   شدهاصلا کوپ  

 یرایری ر مردل م شرود مری رافسرون اسرتفاده    یروتن روش تکرار ن

 یلیمسرتط  ورق یهندسر  یرخطری ارتعاشرات غ  یبررا  یرخطیغ

اسرتر   شرده سرازی شربیه [ 10امرابیلی ] توسط  ستیکیسکوالاو

 )کالوکیشرن(  یآهنگر و هم پیوستگیآمده با روش دستبه یجنتا

 یابرد، یمر  یشافرزا  یکمترر از خطر   یمکعب یرایینشان داد که م

 ورق یرو یهاول هاییشآزما یبرخ رسدیکه به نظر م طورهمان

ن دامنه ارتعاشات بدو [16] یر تائو و دادهندینشان م یکیلاست

 یرت کامپوز توخرالی  هایورقمیکرو را در  اندازهبهبزرگ وابسته 

 از مرواد مردرج ترابعی     شدهساختهگرافن  صفحاتبا  شدهیتتقو

چهرار   نظریه تغییر شک  برشی مرتبه برالاتر و نظریره  بر اساس 

ون کارمران و   غیرخطری عبرارت   هرا آنکردنردر   یبررسر  یرهمتغ

نشان دادنرد   هاآنر  کردندر را ف شدهاصلا نظریه تنش کوپ  

 یخطر  یعری طرول مرواد برالاتر، فرکرانس طب     یاسکه پارامتر مق

 دهرد، یمر  یشرا افزااز مواد مدرج تابعی  شدهساختهیکرو ورق م

ر شرود یمر  یبره خطر   یرخطیاما باعث کاهش نسبت فرکانس غ

نازک ارتوتروپ تحرت برار    ایدایره ورق یک یرخطیارتعاشات غ

و  یرشرهوف ک ورق یهبا استفاده از نظر ایدایرهمتحرک  اینقطه

 منتشرشرده  [19رای و کوپترا ]  توسرط  یروس فروبن یروش سر

پاسرخ   یبررا  هماهنر  کوترا و موازنره   -رانر   هرای روشاستر 

 یره ر نظرشرود مری اسرتفاده   یررا نشرده و م  یراییم ورق یفرکانس

آزاد و  اتارتعاشرر ی( برررای)تررابع سکانسرر  یمثلثررات یگررزاگز

چانردا و   متقاطع توسط چندلایه یتکامپوز ورقگذرا  هایپاسخ

 غیرخطیثابت کردند که رفتار  هاآناستر  شدهارائه [10ساهو ]

 یبررا  یا ری ر دلعنوان اثر مؤثر در مبه یعر  یبرش یهاتنش

[ 11لی و همکاران ]توجه استر درست قاب  یهاپاسخ استخراج

برا  نازک را  ایدایره ورق یرخطیغ یمتقارن محور یرفتار خمش

 یفرانسری  د مربعو روش  ی پتانس یاستفاده از اص  حداق  انر 

 یا یبرخ فتنگر یدهبا ناد شدهاصلا نظریه تنش کوپ  بر اساس 

 یجره نت یرن به ا هاآنکردر  بینیپیشکرنش  یانگراد یهمه اجزا

از  ترر بزرگ یاربس ایدایره ورق خامت  کهازآنجاییکه  یدندرس

کررنش   یران گراد یارامترهرا است، همه پ  ریب مقیاس کوچک

 هرا نظریره  یرن گرفته شروند و تفراوت انحرراف ا    یدهند نادتوانمی

 ورق یرخطررریگرررذرا غ اتیارتعاشررر تحلیررر اسرررتر  یزنررراچ

 نظریه تغییر شرک  برشری مرتبره برالاتر    توسط  یسکوالاستیکو

( NURBS) غیریکنواخرت  B-Splinesبر  یمبتن یزو ئومتریکا
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 1041دوم، پاییز و زمستان شماره  بیست و چهارم،سال               

نشران   هرا آند شده اسرتر  برآور[ 04]و همکاران  یتوسط شافع

 یبرالاتر  ینرامیکی تنش د  خیم یسکوالاستیکوورق دادند که 

 ییرر و تغ دهنرد ینشران مر   بهمشرا  یکنسبت به صفحات الاسرت 

 یسکوالاسرتیک و ورق یبررا  یتروجه قاب  یرتأث یبرش یهاشک 

ر دهدیرا کاهش م هدارد و نسبت تنش به  خامت حاصل یم خ

 ورقآزاد  اتبررر ارتعاشرر  نرراهمگن یسکوالاسررتیکو بسررتراثررر 

ی مردول و چگرال  تغییرات پیوسرته  متعامد ناهمگن با  یلیمستط

 [01] و همکراران  هاسریو  توسرط  ییسه مختصات فضا برحسب

شررک   ی مسررتط ورقاسررتر معادلرره حرکررت   شرردهبررسرری

 یو روش جداسرراز یککلاسرر یبررر اسرراس تئررور  یررکارتوتروپ

-Bubnov یکررردسررپس از رو شررود،یاسررتخراج مرر  یرهررامتغ

Galerkin اسرتفاده   بعرد بری  یهابه دست آوردن فرکانس یبرا

 یکالاسرت  بسرتر   ینراهمگن  یرنشان دادند که تأث هاآنر شودیم

برا   %11560بره   %4500از  بعرد بی یهافرکانس یربر مقاد ینکلرو

 یرن بره ا  هرا آن ین،ر علاوه بر ایابدیم یشافزا a/hنسبت  یشافزا

 بسررتر یکرره رو یهررایورقکرره فرکررانس   یدندرسرر یجررهنت

 یهرای ورقاز  ترر برزرگ  گیرنرد مری ناهمگن قرار  یسکوالاستیکو

 ینو ا گیرندمیهمگن قرار  یسکوالاستیکو بستر  رویاست که 

 استر متغیر ٪0 تا ٪3 ینتفاوت ب

 یکروم یاتوجود دارد که رفتار ارتعاش ایگسترده تحقیقات

 یقبلر  یقحقت یچ، هتحقیقات ینر در اانددادهرا انجام  ورق نانو یا

 توپر و توخرالی  ورق یکروم یرخطیارتعاشات غ تحلی  در مورد 

نظریره ترنش   بر اسراس   یرخطیغ یسکوالاستیکو بستر ازجمله

مقالره بره اثررات     یرن نشده اسرتر در ا  یبررس شدهاصلا کوپ  

درک بهترر، عبرارت    یر بررا شرود مری  اختره پرد بسرتر  یرخطیغ

آورده شرده   کررنش -ییون کارمن در معادلات جابجرا  یرخطیغ

 ایدایره ورق یکروبه دست آوردن معادلات حرکت م یاستر برا

مرتبه  بستر با بودن یرخطیبا غ یلتوناز اص  هم ،توپر و توخالی

از روش  ،اساسری ر عرلاوه برر معرادلات    شرود مری سوم اسرتفاده  

 در  ینر همچنر شرود مری معرادلات اسرتفاده    یدر تمرام  ییراتتغ

، اولمرتبره   یشرک  برشر   ییرر تغ ی، با توجه به تئورمیکرو ورق

 بسررتر یسکوالاستیسرریتهبررا و یکرررو ورقم یرخطرریغ ارتعاشررات

 یسکوالاستیسریته و یبررا  تیر و-ینر مردل کلرو  شرود یم یبررس

 یاجرزا  شر معرادلات حرکرت برا رو   شودمیاستفاده  میکرو ورق

در ایررن مقالرره ارتعاشررات غیررر خطرری ر شررودمرریمحرردود حرر  

جابجرایی غیرر   -دلات کررنش با تکیه برر معرا   ایدایره میکروورق

خطی و با در نظر گرفتن اثرات بسرتر غیرر خطری مرتبره سروم      

شررودر اثررر بسررترهای مطالعرره مرری )متقررارن( و دوم )نامتقررارن(

خطرری متقررارن سررخت شررونده و نرررم شررونده و بسررترهای  غیر

غیرخطی نامتقرارن سرخت شرونده و نررم شرونده برر فرکرانس        

خواهد شردر بررای    ای بررسیغیرخطی میکروورق دایره طبیعی

محاسبه فرکرانس طبیعری غیرر خطری از روش عرددی اجرزای       

رافسرون اسرتفاده خواهرد شردر     -محدود و الگوریتم تکرار نیوتن

اثرات بستر پاسترناک )لایه برشری و فنرر وینکلرر( برر فرکرانس      

ی طبیعی غیر خطی نیز اعمرال خواهرد شردر تمرامی پارامترهرا     

ی توپر و توخالی در نظرر  اهندسی و بستر برای میکروورق دایره

 یرن ا یرتراث ی این گرفته خواهد شدر در تحقیقات داخلی و خارج

ای بررا در میکررروورق دایررره یرخطرریارتعاشررات غ یعوامرر  برررا

 نظرگرفتن اثرات مقیاس کوچک مشاهده نشده استر    
 

 مسئلههندسه 

 یسکوالاستیکو میکرو ورق توپر و توخالیهندسه  1شک  

، شرود مری شک  مشاهده  ینکه در ا طورنهمار دهدمیرا نشان 

-یسررکو)و یرخطرریغ یسکوالاسررتیکو بسررتردر  هرراورق یکررروم

 یاز سه فنرر و رو  غیرخطی بستر  ینر ااندشدهتعبیهپاسترناک( 

استر  شدهتشکی  یدمپر مواز
gk 1وk  نرو ف یبرش یهثابت لا 

ر دهدمیرا نشان  (ینکلر)و یخط
2c اسرتر   بسرتر  یرایری ثابت م

 یرخطیغ یفنر هایثابت
2k  3وk    ر شروند مری در نظرر گرفتره

 بعردی ترک اسرت، مردل    شدهدادهکه در شک  نشان  طورهمان

اسرتر   شرده گرفتهبه کار  هاورق یکروم ینا یبرا اجزای محدود

ir  وor  ایدایرره  هرای ورقیکررو  م یو خارج یداخل هایشعا 

ر دهرد مری نشران   ا خامت ر hهستندر 
1c یسکوالاستیسریته و 

در ایرن  ر مردل شرده اسرت    یتو-ینتوسط مدل کلو میکرو ورق

شروندر  مدل، میکروورق به صورت فنر و دمپر مروازی مردل مری   

 ین( استر فر  بر ازهسا یرایی)ثابت م یکرو ورقم یراییثابت م

 رمتقارن هستند هامیکرو ورقاست که 

 

 یورق توپر و توخال یکروهندسه م - 1شکل 
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 ایمعادلات میکرو ورق دایره

 یسکوالاسرتیک و یادایره ورق یکروم یبرا ییجابجا یدانم

 :شودمی یانب یرز صورتبهمتقارن 
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 ,u r t و  ,w r t در  یدرون صررفحه و عر رر ییجابجررا

   هسررتندر zو  یدر جهررت شررعاع یرربصررفحه وسررط برره ترت

rچرخش در صفحه  دهندهنشان z استر  

شرک    ییرر تغ هایتئوریبر اساس  ییجابجا-روابط کرنش

 کرد: یفتعر یرز صورتبه توانمیرا  برشی مرتبه اول
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مشرتقات و   یتمرام  ،تقرارن  یر  به دللازم به ذکر است که 

 وانتر میتنش و کرنش را  رابطه برابر با صفر هستندر هایجمله

 نوشت: یرز صورتبه
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 تروان مری را  ایدایرره  ورق یکررو م یسخت یب ر ماتریس

 صررررررررررررررررررررررررررررورتبرررررررررررررررررررررررررررره
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مشرررخص 

  کرد:  

 یانرر   ی( روییررات )حسراب تغ  اتییراز روش تغ توانمی

اسرتفاده کررد، سرپس     یو کرار خرارج   K ،U، میکررو ورق  ک  

منجرر بره    یلترون در اصر  هم  آمرده دستبه معادلات یگزینیجا

 یرز صورتبه توانمیرا  یلتونهم اص ر شودمیمعادلات حرکت 

 کرد: یانب
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 یسکوالاسرتیک و ایدایرره ورق  یکررو م یبشجن یو انر  یخارج

 ر  هستند

نظریره   کررنش برر اسراس    یانر  انر ی کرنشی و تغییرات

 ارائه کرد: یرز صورتبه توانمیرا  شدهاصلا تنش کوپ  
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 یرر ز صرورت به توانمیرا  شدهاصلا تنش زوج  یهامؤلفه

 کرد: یفتعر
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l طول مواد استر یاسمق ریب 

 تروان مری چررخش متقرارن را    یران تانسرور گراد  معرادلات 

 کرد: یسیبازنو یرز صورتبه
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 ی(، انرر  0( به معادلرهر ) 9( و )1(، )3معادلات ) یگزینیجا

 :ددهمینتیجه  را  یرکرنش ز یانر  ییراتکرنش و تغ

(0) 

 
0

2

2 1

2
22

4 4
0

2

2

42

2

2 1

1

2

1 1

2 2

1

2

1

2

i

rr

h
r

h rz r
r

r z

rr

u w u
K a

r r r r

K
U K m K rdrdzd

r r

w w
m m K

rr

u w
K a

r r r

U





 

 


 

 
   



 
 





     
     

      
 

     
 
 

              
 

    
    

     



  

   

   

 

0

2 4
2

2

0 2
2

42

4

2

1 2

4

1

1
2

2

1

2

i

rzh
r

h
r

r

z

rr rr

rr

rz

u K K
r

rdrdzd
w

m K
rr

w
m K

r

r r
u K

r r

r w
a w u K

r r
U

K r








 

    


 




 
 


    



 



 
 
 
 

       
 

    
     

   
 

          

 
  

 

 
 

 




  

 

   

 

02
2

20
2

2

4

4

2

0 2 0

1

0 2 4

0 0 1

1

2 2

1

2

1

i

h
r

h
r

r

r z

r r r

rz

r z z

rdrdzd
rm

w
r

rm rmK
K w

r r

u w
N N a N

r r r

U N u N N
r

w
P P P

r r





 

 

  



 

 

 


   

 




 
 
 
 
 
 
 

  
 

  
  

  

     
     

      

       


   
  


  

02

0 i

r

r

rdrd















 


 

 

156 /



  حسینی سیانکی،دارابی، ، یریمع                                             یهوانورد یمهندس یپژوهش -یعلم یهنشر              

مرتبره سروم    یرخطری غجمرلات  اساس در نظر گرفتن  بر

کرار   ییررات تغ ،بسرتر  ی)متقارن( و مرتبره دوم )نامتقرارن( بررا   

 نوشت: یرز صورتبه توانمیرا  یخارج یروین
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که
1 2 3, , , gk k k k  2وc یرخطی،غخطی و فنر  هایثابت 

 و اسررتر علائررم   بسررتر یرایرریو ثابررت م یثابررت برشرر 

 غیرخطری  یهابسرتر  شوندگیسختو  وندگینرم ش دهندهنشان

در نظرر   یرخطری غعبرارت   گونره هریچ  بستر یراییمی استر برا

را  یجنبشر  یانرر   ییررات تغ و یجنبشر  یشودر انر یگرفته نم

 آورد: به دست یرز صورتبه توانمی

(14) 
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 تروان مری حرکرت را   معادلره ر چگالی است دهندهنشان 

 کرد: یانب یرز صورتبه

(13) 
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آورده  A یوسرت کره در پ  دهرد مری را نشان  گشتاورهای  منتجه

 شده استر

 یبررر رو ورق یکررروم یسکوالاستیسرریتهاعمررال و برررای

 شرده گرفتره در نظرر   ینجرا در ا تیر و-ینمدل کلو یون،فرمولاس

1Eبررا رابطرره  E یکاسررتر مرردول الاسررت c
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در مرردل 

شرده اسرتر معادلره برالا      یگزینجا یتو-نیکلو یسکوالاستیکو

( را میکرو ورق یسکوالاستیسیتهسازه )و یسکوالاستیسیتهو یبرا

 نوشت: یرز صورتبه توانمی
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را به  یرز تمعادلا توانمی یربر اساس هر متغ یبا جداساز

 دست آورد:
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 یرر ز صرورت بره  تروان مری را  هحاصرل  یاهگشتاورو  یروهان

 نوشت:
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 دهندریرا نشان م

 

 محدود یمعادلات اجزا

محردود   یاجرزا  یکررد رو یرد تخراج معادله حرکرت، با از اس پس

کررد   یران ب یرر ز صرورت به توانمیگره را  ییاعمال شودر جابجا
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u, یبررا  یتهرم یابیدرونلاگرانژ و  یابیدرونتوابع   و

wشوندمیاستفاده  یرز صورتبه: 
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( 11) معادلره  یگزینیالمان محدود و جا روشاستفاده از با 

 :آیدیبه دست م یر( معادلات حرکت ز10( تا )16به معادلات )
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 معادلات بالا نوشت: یبرا توانمیرا  ریز یسفرم ماتر
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جررم )  یب را
ijM ی(، سرفت (

ijK) یرایری و م (
ijC)  در

 آمده استر B یمه م

 :شوندمیدر نظر گرفته  یرز صورتبه هاگره جابجایی

(36) 
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 یرر معادلره ز  صورتبه ایدایره یکرو ورقم یعیفرکانس طب

 :شودمیمحاسبه 
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 اندرلیست شده B  میمه رایب مختلف در 

-نیروتن  تکررار  به منظور ح  معرادلات غیرخطری برالا از روش   

رافسون استفاده می شودر در ایرن الگروریتم ابتردا یرک حردس      

، برا  شرود معادله بالا )فرکانس خطری( فرر  مری   اولیه از جواب 

آید و و در مرحله استفاده از آن، فرکانس غیرخطی به دست می

گیرد و این روند ترا  بعد به جای آن فرکانس فر  شده، قرار می

 کندرهمگرایی جواب ادامه پیدا می

 

   یجنتا

 تروپر  ایدایره ورق)(  بعدبی یعیطب هایفرکانسدر ابتدا، 

 یمرز یطشرا یبرا نظریه تغییر شک  برشی مرتبه اولبر اساس 

ر شوندمی یسهبه  خامت مقا یرونیب هایشعا نسبت مختلف و 

در نظرر   تروپر  ایدایرهورق  یکرودر مرکز م داریرگ شرایط مرزی

حا رر و   عدیبی  یعیطب هایفرکانس 1ر جدول شودمیگرفته 

 ینبر  یاسرتر توافرق خروب   را فهرست کرده  محققان یجنتا یرسا

 یشجدول وا ح است که برا افرزا   ینر در اشودمی مشاهده هاآن

، عرردد مررود یبرررا برره  ررخامت یرونرریب هررایشررعا نسرربت 

، ازآنپررسر یابرردمرری یشافررزا بعرردبرری یعرریطب هررایفرکررانس

 ر  یابدمی یشافزا بعدبی یعیطب هایفرکانس
 

 FSDTساس بر ا ایدایره ورق بعدبی طبیعی فرکانس – 1جدول 

/or h  10
 

/or h  4
 

شماره 

 مود

شرایط 

لیو  مرزی

[01] 

نتایج 

 حا ر

شجاعی 

 [00فرد ]

نتایج 

 حا ر

 گیردار 1 036/0 046/0 010/1 104/1

09/16 931/10 301/39 194/39 3 

گاه تکیه 1 090/0 611/0 964/0 011/0

 3 000/31 300/31 14/39 304/30 ساده

 آزاد 1 499/1 369/0 060/0 069/0

014/16 994/16 640/30 061/30 3 

 

بعرررد بررری یرخطررریغ یعررریفرکرررانس طب 2 جررردول

( 20 12 1 /NL NL

r
E

h
    ) تروپر   ایدایره هایورق یکروم

توسرط   یجر نترا دهدمی( نشان N) المان تعداد یرا برا و توخالی

مردول  اسرتر   آمرده دستبه نظریه تغییر شک  برشی مرتبه اول

200Eیان  و  ریب پواسن برابرر   GPa 0.3و    در نظرر گرفتره

در  150 ورق یکررو حداکثر دامنه به نسبت  خامت مشده استر 

 10برا   بربه  خامت برا یرونیبنسبت شعا  ر شودمینظر گرفته 

 یری طول معادل  خامت استر نرخ همگرا یاساستر پارامتر مق

 ایدایرره  ورق ویکرر بهترر از م  تروپر  ایدایرره  ورق یکررو م یبررا 

 یکرودو م یدر رقم چهارم برا 39المان  د اعدتاستر در  توخالی

رفترار   یر  ثابت شدر لازم به ذکر اسرت کره بره دل    ایدایره ورق

 یرر غ یصرفر بررا   جرای بره  ،ایدایرره  ورق یکرومنفرد در مرکز م

 45441از  ترر کوچرک ر خطرا  شودمیانتخاب  4441/4 ،ینگیتک

  استر شدهتنظیم

(30) NL new NL previous

NL previous

Error
 




 

 

 یعری طب یهرا فرکرانس  یبررا  یبعد یجدر نتا یرز و خواص ابعاد

اسررتفاده  توخررالیو  ترروپر اییرررهدا هررایورقمیکرررو  یرخطرریغ

 :شودیم

(31) 
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3 3

2 3

1

2

0

0

200 , 0.3, 1 10 / ,

1 10 / , 1 15 / ,

1 10 / , 0.001 .sec/ ,

0.04 .sec/ ,

1 7 , 10, 0.4

g
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 بعدبی یرخطیغ یعیفرکانس طب ییهمگرا -2جدول 

( 20 12 1 /NL NL

r
E

h
     )توپر و ای دایرههای میکرو ورق

 توخالی

 توخالی توپر هاتعداد گره

13 1503610141 1519691101 

10 1503611061 1519691019 

16 1503640141 1519694163 

10 1503640119 1519661160 

34 1503643109 1519660311 

33 1503010301 1519669011 
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30 1503019300 1519666903 

36 1503019613 1519666313 

 

 ایدایره ورق یکروم بعدبی یرخطیغ هایفرکانس 4و  3 جداول

گیرردار،   مختلرف  یمرز یطشرا یبرا یبرا به ترت توپر و توخالی

  Sو C ،Fحرروف   ردهنرد می( نشان FFو  CC، SS) ساده و آزاد
به ترتیب نشان دهنده شرایط مرزی گیردار، آزاد و ساده در مرز 

 یداخلر  یدر مرزها یببه ترت FFو  CC ،SS مورد نظر هستندر

 -و آزاد  سراده -ساده گاهتکیه، گیردار-داریرگ یبه معن یو خارج

 یکررو در مرکرز م  داریرر گ شرایط مرزی  ین،هستندر همچن آزاد

کره در   طرور همران ر شرود مری در نظر گرفتره   توپر ایدایره ورق

فرکررانس  ینو کمتررر ین، بررالاترشررودمرریمشرراهده  3جرردول 

 یطمربرو  بره شررا    تروپر  اییرره دا ورق یکروم بعدبی غیرخطی

 ایدایره یکرو ورقم ی، برا4استر طبق جدول  SSو  FF یمرز

شررایط   یبررا مقادیر  ین، بالاترFF شرایط مرزی بعد از توخالی

 SS مربرو  بره شررایط مررزی     هرا آن ترینکوچکو  CC مرزی

ای به واسرطه  دهنده تغییر رفتار میکروورق دایرهاین نشان استر

رهررای بسررتر غیرخطرری و ترراثیر آن بررر فرکررانس  وجررود پارامت

بررای میکرروورق   ای اسرتر  بعرد میکرروورق دایرره   غیرخطی بی

آزاد، فرکرانس غیرخطری   -ای توپز در شرایط مرزی گیرداردایره

بی بعد تغییراتی زیادی بر حسب نسربت مراکزیمم انحرراف بره     

 خامت نداردر علت این رفتار ، تراثیر بیشرتر پارمترهرای بسرتر     

بعرد در ایرن شررایط مررزی     طی بر فرکانس غیرخطی بری غیرخ

 استر  
 بعدبی یرخطیغ یعیفرکانس طب -3جدول 

( 20 12 1 /NL NL

r
E

h
    )یبراتوپر  ایدایره هایورقیکرو م 

 مختلف یمرز یطشرا

/w h شرایط مرزی 

 آزاد -گیردار ساده-گیردار گیردار-گیردار

3/4 150400 150131 150331 

6/4 150133 150191 150331 

1 151146 150116 150331 

0/1 151040 150404 150331 

0/1 151111 151190 150331 

3 150300 150146 150331 

 

میکررو ورق   بعرد یبر  یرخطری غفرکانس  3و  2 یهاشک 

فنررر  یهرراثابررت یبرررا یرربترروپر و توخررالی را برره ترت اییرررهدا

ر از دهنرد یمختلرف نشران مر    رخطری یکننرده متقرارن غ  سخت

 فنرهرای که با در نظر گرفتن  یافتدر توانی، م3و  2 یهاشک 

متقارن ) یخطو  یرخطیغ
3 0k 5

2 0k پرارامتر   ور( در حض

0lکوچک ) یاسمق  بعرد  یبر  یرخطری فرکرانس غ  ین( برالاتر

 یرخطرری بررا فنررر سررخت شررونده متقررارن غسررتر مربررو  برره ب

(
3 0k 5

2 0k  ) بعرد یبر  یرخطیازآن، فرکانس غپس استر 

) خطرریفنررر  ی بسررتر بررا برررا
3 20, 0k k )  بسررتر)یررا 

ینکلرو
1 3 20, 0k k k    )فنرر یرخطی برا  غبستر  و سپس 

)متقرارن  نرم شرونده  
3 20, 0k k یبرالاتر  یرمقراد  ی( دارا 

 بعدیب یرخطیمتقارن رفتار فرکانس غ یرخطیغفنر استر ثابت 

فنر متقارن  بستر بعد ازیب یرخطیو فرکانس غ ریزدیرا به هم م

سره ثابرت فنرر در     نظریم که با ت دهندینشان م نتایج ینداردر ا

را تغییر دادر همچنین برای  یرخطیفرکانس غتوان یکنار هم م

یرخطی بر فرکرانس  غنسبت شعا  به  خامت بالاتر اثرات بستر 

چنرین  همیرخطی با اثرات بستر خطی یا وینکلر یکسان استر غ

، مشخص اسرت کره بعرد از نسربت     3و  2 هایبا توجه به شک 

، نتررایج فرکررانس 34تررر از شررعا  خررارجی برره  ررخامت بررزرگ

شونده بسیار شونده و سختارن نرممتقغیرخطی برای بسترهای 

هرا مشراهده   به یکدیگر نزدیک هستند و تفاوت آنچنانی بین آن

این رفتار به این علت اسرت کره نظریره تغییرر شرک        شودرنمی

ترری دارد و  های متوسط نتایج دقیقبرشی مرتبه اول برای ورق

 ترندر  با افزایش نسبت شعا  به  خامت نتایج به هم نزدیک

ای دایرره  یکررو ورق م بعرد بری  یرخطری غهای فرکانس 0جدول 

نشران   برای نسبت شعا  بیرونی به  خامت مختلرف را  توخالی

مطابق انتظار و با توجه بره ایرن شرک ، هرر چره قردر        دهدرمی

ای توخرالی  نسبت شعا  بیرونی بره  رخامت میکرروورق دایرره    

یاید، استحکام آن کاهش و در نتیجره فرکرانس غیرر    افزایش می

 یابدربعد کاهش میطی بیخ

 
 بعدبی یرخطیغ یعیفرکانس طب -4جدول 

( 20 12 1 /NL NL

r
E

h
    )توخالی  ایدایره هایورقیکرو م

 مختلف یمرز یطشرا یبرا

/w h شرایط مرزی 

 آزاد -آزاد ساده-ساده گیردار-گیردار

3/4 151649 151910 151904 

6/4 151903 151010 151001 

1 151010 151009 151904 

0/1 151604 151641 151901 
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 1041دوم، پاییز و زمستان شماره  بیست و چهارم،سال               

0/1 151969 151090 151904 

3 151911 151001 151901 

 

توپر و  اییرهمیکرو ورق دا یرخطیفرکانس غ 5و  4 یهاشک 

 شونده سخت یرخطیفنر غ یهاثابت یبرا یبتوخالی را به ترت

و  4 یهادر شک  رهنددیمتقارن مختلف نشان منا شونده و نرم

 ینبالاتر یداراشونده  سخت یرخطیاست که فنر غ یهی، بد5

w/در بعدیب یرخطیغ سفرکان h استر مختلف 

 

بعد بی یرخطیغ یعیفرکانس طب -5جدول 

( 20 12 1 /NL NL

r
E

h
    )ای توخالی های دایرهیکرو ورقم

0های نسبت یبرا / ir r مختلف 

0 / ir r یعیفرکانس طب 

 بعدیب یرخطیغ

3/4 150101 

1/4 150491 

0/4 151110 

0/4 151966 

6/4 151093 

9/ 151161 

0/4 151103 

1/4 153134 

 

 

یرخطی غتأثیر فنرهای نرم شونده و سخت شونده بستر  – 2شکل 

 توپر اییرهدایکرو ورق م بعدیب یرخطیغمتقارن بر فرکانس 

(3 3

1 31 10 / , 1 15 /k e N m k e N m ) 

 

 یرخطیغتأثیر فنرهای نرم شونده و سخت شونده بستر  –3شکل 

 اییرهدامیکرو ورق  بعدیب یرخطیغمتقارن بر فرکانس 

3)توخالی 3

1 31 10 / , 1 15 /k e N m k e N m ) 

 

 بعدیب یرخطیمتقارن بر فرکانس غنااثر فنر سخت شونده 

w/ برای h اسرت   یتواقع ینا ی به دل ینغالب استر ا مختلف

 یهمراهنگ  اتدامنره ارتعاشر   یشبرا افرزا  شرونده   سختکه فنر 

 ،خرالی تو اییرره دا میکرو ورق یبرا ین،داردر علاوه بر ا یشتریب

میکررو ورق   بعرد یبر  یرخطری غرفتاری تصادفی برای فرکرانس  

کننرده و  ختسر نامتقرارن   یرخطری غبسرتر   توخالی در اییرهدا

با توجه به هردو شرک  مشرخص اسرت     رشودیمدیده  کنندهنرم

شرونده برر فرکرانس    که اثرر بسرتر غیرخطری نامتقرارن سرخت     

هررا بیشررتر از اثررر بسررتر خطرری و بسررتر  غیرخطرری میکررروورق

برا توجره بره ماهیرت بسرتر      شونده استر غیرخطی نامتقارن نرم

که تغییراتی  شودمشاهده می 5نامتقارن با مرتبه دوم در شک  

نامنظم بررای نسربت شرعا  خرارجی بره  رخامت میکرروورق        

ایجاد شده است  برای بستر نامتقارن نرم شونده ای توخالیدایره

که ناشی از اثررات ناگهرانی ایرن بسرتر برر فرکرانس غیرخطری        

 ای توخالی استر  میکروورق دایره
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  1041دوم، پاییز و زمستان  شماره بیست و چهارم، سال                                                                                                                         

 

 یرخطیغتأثیر فنرهای نرم شونده و سخت شونده بستر  –4شکل 

 اییرهدامیکرو ورق  بعدیب یرخطیغنامتقارن بر فرکانس 

3)توپر 3

1 21 10 / , 1 10 /k e N m k e N m ) 

 

 یرخطیغتأثیر فنرهای نرم شونده و سخت شونده بستر  –5شکل 

 اییرهدامیکرو ورق  بعدیب یرخطیغنامتقارن بر فرکانس 

3)توخالی 3

1 21 10 / , 1 10 /k e N m k e N m ) 

 

 یرا برر رو  یبرش یهاثر ثابت لا یببه ترت 1و  1 یهاشک 

 یتروپر و توخرال   اییرره داورق  یکررو م بعدیب یرخطیفرکانس غ

مشراهده کررد کره در نظرر      تروان یم 1ر از شک  دهندیمنشان 

 یرا بررا  بعرد یبر  یرخطری فرکرانس غ  ،یبرشر  یره گرفتن ثابت لا

بهبرود   به  خامت مختلف شعا  خارجی به  خامت یهانسبت

بره سرمت مقرادیر برالاتر      بعرد یب یرخطیغو فرکانس  بخشدیم

 کلرر ینوثابت فنر بستر خطی یا  باوجوداثر آن  ینر همچنرودیم

 1با توجه بره شرک    استر  یشترتوپر ب اییرهداورق  یکروم یبرا

ای تروپر برر روی بسرتری قررار     میکرروورق دایرره   در حالتی که

 34نگرفته است برای نسبت شعا  خارجی به  خامت برالاتر از  

به این علت است کره  این رفتار شود که اهده میتغییر رفتار مش

ای متوسرط  هر ییر شرک  برشری مرتبره اول بررای ورق    نظریه تغ

دهرد برا   های نازک نتایج معتبرری نمری  کاربرد دارد و برای ورق

این رفتار نیرز اصرلا     خطی یا لایه برشیا افه شدن بسترهای 

  شرک در  یتوخال ایدایرهورق  یکروم یبرا ینهمچنشده استر 

را  بعرد بی یرخطیفرکانس غ ،یبرش یه، در نظر گرفتن ثابت لا1

اثرر ثابرت فنرر خطری یرا بسرتر وینکلرر برر          اما دهدمی افزایش

بیشتر از اثر ثابت برشی برر آن اسرتر    بعدبیفرکانس غیرخطی 

 یره ثابرت لا  ی،توخال ایدایرهورق  یکروبا م یسهدر مقاهمچنین، 

 یکررو م بعرد بی یرخطیس غبر فرکان بیشتری یشیاثر افزا یبرش

سه حالت بستر وینکلرر   1شک  در این  توپر داردر ایدایرهورق 

)فنر خطی(، بون بستر و بسرتر پاسرترناک )فنرر خطری و لایره      

برشی( آورده شده استر با توجه به هندسه میکرو ورق توخرالی  

شود در حالت بدون بستر مطرابق برا   اثرات مختلفی مشاهده می

ر چه قدر نسبت شعا  بره  رخامت افرزایش    واقعیت و فیزیک ه

تر شده است و سفتی کمتری خواهد داشت یابد میکرورق نازک

بنابرین تا نسبت شعا  بیرونی بره  رخامت بررای ورق متوسرط     

نظریه تغییر شک  برشی مناسرب پاسرخ داده اسرتر همچنرین     

رود در ایرن شرک    مطابق انتظاری که از ا افه نمودن بستر می

بعد در مقرادیر برالاتر از   فرکانس غیرخطی بیمشخص است که 

بعد حالت بدون بستر اسرتر همچنرین در   فرکانس غیرخطی بی

نظر گرفتن هر دو بستر فنر خطی و لایه برشی باعث اسرتحکام  

 بعد شده استرسازه و تغییر روند فرکانس غیرخطی بی

 

میکرو  بعدبی غیرخطیتأثیر ثابت لایه برشی بر فرکانس  –1شکل 

3)توپر ایدایرهق ور

1 1 10 / , 1 10 /gk e N m k e N m ) 

 

 

میکرو  بعدبی غیرخطیتأثیر ثابت لایه برشی بر فرکانس  –1شکل 

3)توخالی ایدایرهورق 

1 1 10 / , 1 10 /gk e N m k e N m ) 
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ورق ) یکروم یراییاثرات م
1c بسرتر ( و (

2c)    برر فرکرانس

اسرتر برا    شرده دادهنشران   1و  1 هایشک در  دبعبی غیرخطی

بسرتر، فرکرانس    یرایری ، در نظرر گررفتن م  هاشک  ینتوجه به ا

و تروپر را   یتوخرال  ایدایرره  هرای ورق یکررو م بعرد بی یرخطیغ

بسرتر برر هرر دو     یرایری کره م  شودیر مشاهده مدهدمی یشافزا

و  یتوخرال  ایدایرره  هرای ورق یکررو م بعرد بی یرخطیفرکانس غ

  راست ملاحظهقاب  آن یردارد و تأث دارییمعن یرپر تأثتو

 

 بعدبی غیرخطیتأثیر میرایی سازه و بستر بر فرکانس  –1شکل 

)توپر ایدایرهمیکرو ورق 
1 20.001 .sec/ , 0.04 .sec/ ,c N m c N m ) 

 

 

 بعدبی غیرخطیتأثیر میرایی سازه و بستر بر فرکانس  –1شکل 

)توخالی ایدایرهمیکرو ورق 
1 20.001 .sec/ , 0.04 .sec/ ,c N m c N m ) 

 

 یریگجهینت

 توپر ایدایره میکرو ورق یرخطیغ اتمقاله، ارتعاش ینا در

نظریره تغییرر   برر اسراس    یرخطیغ روی بستربر واقع  توخالیو 

 شرردهاصررلا نظریرره تررنش کوپرر   و اول شررک  برشرری مرتبرره 

 تح  معرادلا  یبرا روش اجزای محدودقرار گرفتر  موردبررسی

اسرت، سرپس    شرده دادهتوسرعه   نیلترو آمده از اص  همدستبه

 یتمبرا اسرتفاده از الگرور    میکررو ورق  یرخطری غ طبعیفرکانس 

 ی،هندسر  یپارامترهرا  یرر ترأث دشر حر    افسونر-یوتنن تکراری

بررر  یرخطرریفنررر غ بسررتر یو پارامترهررا بسررترسررازه و  یرایرریم

 :زیر به دست آمد توجهقاب  یجانجام شدر نتا یرخطیفرکانس غ

ترنش کوپر     یتئرور  یرابر  SSو  FF یمررز  شرایط -1

  ینو کمتررر ینبررالاتر یدارا یررببرره ترت شرردهاصررلا 

 اییرره دا میکررو ورق  بعرد بری  غیرخطی هایفرکانس

 هستندر و توخالی توپر

پررارامتر  وردر حضررمتقررارن،  غیرخطرریبرررای بسررتر  -3

0lکوچک ) یاسمق )، تررین کوچرک و  ترینبزرگ 

 غیرخطری و  بره بسرتر   مرب بعدبی یرخطیفرکانس غ

)بررا فنررر سررخت شررونده  
3 0k 5

2 0k  ) و بسررتر

3)با فنر نرم شونده  غیرخطی 0k 52 0k ) استر  

نامتقررارن  یفنررر بررا ثابررت شررونده سررخت بسررتر اثررر -1

(1 20, 0k k ) بت برره سررایر بسررترهای   نسرر

 میکررو ورق  یرخطری بر فرکانس غغیرخطی نامتقارن 

 غالب استرو توخالی  توپر اییرهدا

اثر لایه برشی در کنار ثابت فنر خطی یا ثابت وینکلرر   -0

تروپر   ایدایره میکرو ورق بعدبی یرخطیفرکانس غبر 

 استر ملاحظهقاب   توخالی و

تروپر و   ایهدایر میکرو ورق بعدبی غیرخطیفرکانس   -0

 ریابدمی یشافزا بستر یراییبا حضور م توخالی

 

 هانوشتپی

   

2 2 2 2
1 2 55 3 55

2 2 2 2

2

3 3 41 2 1 22 2 2
55 4 55 44 0 33 0

2 2 2

1 2 1 24 54 42
22 0 11 0

2 2

, , , ,

2 2
, 2 , 2 ,

8 8

2 , 2
8 8

h h h h

e e e e

h h h hij e ij ij e ij ij e ij s e

h h h

e

h h hs e

h

h h

A K Q dz B K K Q dz C K K Q dz D k K K Q dz

K K K
E k K K Q dz D l Gdz D l Gdz

K KK K
D l Gdz D l G

   

  

 

   

 
  

 

   

  

  

     

   

1 25 52 2 2
11 0 11 1 11

2 2

2 2 2
12 1 11 11 1 11 1 12 1 12 1

2 2 2

2 2
11 1 11 2 12 1 12 2

2 2

, 2 , ,
8

, , ,

,

h h h

T

h h

h h h

T T T

h h h

h h

T T

h h

K K
dz E l Gdz N z TQ dz

N z TQ dz M z TQ K dz M z TQ K dz

P z TQ K dz P z TQ K dz



  

 

 

  

 

  

     

   

  

  

 

 

(A.1) 

 

     11 0 1 12 1 2 13 2 3

0 0

0 012 22

11 1 1 12 1 1

11

1 1

11 1 12 12 1 22

12

, ,

1 1

o o o

i i i

o

i

r r r

ui tt ui tt ui rtt

r r r

r r ui r r ui ui r ui

T T T Tr
r r ui

M N v z rdr M N v z rdr M N v z rdr

A A
N A z N z N A z N z

r r r r
K rdr

z z
N z N N z N N

r r

K

 

        

 
       
 
  
        
  

 

  



   

2 2

2 212 22

2 11 2 12 2 2

1 1

1 112 22

13 11 3 3 12 3 3

2 20 0

13 1 3 11 1 3 12

1 1

1 1

1 1 1

2 2

o

i

o

i

o

i

r

r ui r ui r ui r ui

r

r

r ui rr r ui r ui rr ui r

r

r

N r ui r ui r

r

A A
N z N A z N A z N z rdr

r r r r

A A
K N A z N z N A z N z rdr

r r r r

K N a z A N a z A rdr
r

C

 
      

 

 
          

 

 
     

 







6 4 4

11 1 11 12 1 12 13 1 13 1 2 3

1 1 1

, , , , , ,uj j wj

j j j

c K C c K C c K z N z N z N
  

       

 

(B.1) 

 

آدامیان  163 /

              سال بیست و چهارم، شماره دوم، پاییز و زمستان 1041 



 یهوانورد یمهندس یپژوهش -یعلم یهنشر                                                    ورق یکروم یرخطیکوچک بر ارتعاشات غ یاساثر مق 

  1041دوم، پاییز و زمستان  شماره بیست و چهارم، سال                                                                                                                         

 

 

 

     21 1 1 22 5 2 23 4 3

0 0

0 012 22

21 1 11 1 1 12 1

2 2

2 212 22

2 11 2 2 12

22

, ,

1 1

1 1

o o o

i i i

o

i

r r r

i tt i tt i rtt

r r r

r

i

r i r i i r

r

i

r i r i i

M N v z rdr M N v z rdr M N v z rdr

C N C
K N z C z N z N C z rdr

r r r r r

C N C
N z C z N z N C

r r r r r

K

  


  


  

        

 
       

 


     





  



2

4 1 1

55 2 22 2 11 2

2 2

11 2 12 12 2 22

1 1

1 112 22

3 11 3 3 12 3

23

4 1

55 3 33 3

1 1

o

i

r

r

i r i r i

r

T T T T

r r i

r i r r i rr i r i rr

i r r i r

z

N E z N D z N E z rdr

z z
P z P P z P N

r r

C C
N z N C z N z N C z

K r r r r

N D z N D z N

  



   

  

 

 
 

 
     
 
  
       
  

        


     



   

1

11 3

2 20 0

23 1 3 11 1 3 12

21 1 21 22 1 22 23 1 23

1 1 1

2 2

, ,

o

i

o

i

r

r

i r

r

N r i r i r

r

rdr

D z

K N a z C N a z C rdr
r

C c K C c K C c K

 

 
 
 
  

 
     

 

  





 

(B.2) 

 

   

 

31 2 1 32 4 2

33 0 3 3 3

0 2 0 0

0 12 12 22

31 11 1 1 1 12

2 2

2 12 22

11 2 2

32

, ,

1

o o

i i

o

i

o

i

r r

r wi tt r wi tt

r r

r

tt r wi rtt

r

r

wi

rr wi r r wi r r wi

r

rr wi r rr wi

M v N z rdr M v N z rdr

M v z v N z rdr

B N B B
K B N z z N z N z rdr

r r rr r

B B
B N z N z

r r
K

     

     

 
         

 

    



 





1

2 11 22

2

4 1 12

55 2 33 2 2

0

0 1 12

31 1 3 11 1 3 1

2

2 12

32 1 3 11 2 1 3 2

31

o

i

o

i

o

i

r r wi r wi

r

r wi rr wi r r wi r

r

N r wi r r wi r

r

r

N r wi r r r wi r

r

N z D N z

rdr
B

D N z D N z N z
r

z A
K N a z A N a z z rdr

r r

A
K N a z A z N a z z rdr

r

C

 
    

 
 

       
 

 
      

 

 
       

 







1 31 32 1 32 33 1 33 2 3, , t wic K C c K C c K c z N    

 

 

(B.3) 

 
1 1

1 12 12

11 3 3 3

1

3 122

55 3 3 3 22 32

33

1

1 3 44 3 3

11 3 12 3 12 3 22 3

1 1

rr wi rr rr wi r r wi rr

r wi r wi g rr r wi r r wi r

wi g

wi rr wi rr r

T T T T

rr r rr r wi

B B
B N z N z N z

r r

B
D N z N k z N z D N z

r
K

N k
N k z D N z z

r

M z M z M z M z N
r r


        




         


      

 
        
 

   

   

 

4
2 20 1

1 3 11 2 3 11 1 3

1

2 30

33 3 1 3 11 3 3

1
2 0 12

1 3 12 1 3 3

1

2

1

2

1 1

2

o

i

o

i

r

r

rr wi r wi r wi r wj rr

j

r

N r wi r r wi

r

r wi r r wi r r

rdr

N a z B k z N N N A a z

K N z a z A k z N rdr

A
N a z B N a z z

r r










 
 
 
 
 



 
       

 
 

       
 
 

      
 







 

(B.4) 

 

 جعمرامنابع و 

 
[1]. Solovyev, A. N., Duong, L.V., 

“Optimization for the Harvesting Structure 

of the Piezoelectric Bimorph Energy 

Harvesters Circular Plate by Reduced 

Order Finite Element Analysis”, 

International Journal of Applied Mechanic, 

Vol. 8, No. 3, 1650029, 2016 

[2]. Dittmeyer, R., Boeltken, T., Piermartini, 

P., Selinsek, M., Loewert, M., Dallmann, 

F., Kreuder, H., Cholewa, M., Wunsch, A., 

Belimov, M., Farsi, S., Pfeifer, P., “Micro 

and micro membrane reactors for 

advanced applications in chemical energy 

conversion”, Current Opinion Chemistry 

Engineering, Vol.17, pp. 108-125, 2017 

[3]. Tang, X., Hu, Z., Yuan, W., Hu, W., 

Haibing, S., Han, D., Zheng, J., Hao, J., 

Zang, Z., Du, J., Leng, Y., Fang, L., Zhou, 

M., “Perovskite CsPb2Br5 Microplate 

Laser with Enhanced Stability and 

Tunable Properties”, Advanceed Optic 

and Material, Vol. 5, No. 3, 1600788, 

2019.  

[4]. Qi, Y., Xu, S., Huang, D., “Investigation 

on aerodynamic performance of horizontal 

axis wind turbine by setting micro-plate in 

front of the blade leading edge”, 

Renewable Energy, Vol. 179, pp. 2309-

2321, 2021 

[5]. Kim, H. S., Ma, P. S., Kim, B. K., Lee, 

S.H., Seo, Y.H., “Sound transmission loss 

of multi-layered elastic micro-perforated 

plates in an impedance tube”, Applied 

Acoustic, Vol. 166, 107348, 2020   

[6]. Maury, C., Bravo, T., “Wideband sound 

absorption and transmission through 

micro-capillary plates: Modelling and 

experimental validation”, Journal of 

Sound and Vibration, Vol. 478, 115356, 

2020 

[7]. Temur, K., Imeci, S. T., “Tri resonance 

multi slot patch antenna”, Heritage 

Sustainable Deviation, Vol. 2 No. 1, pp. 

30-37, 2020 

[8]. Shittu, S., Li, G., Zhao, X., Zhou, J., Ma, 

X., Golizadeh Akhlaghi, Y., 

“Experimental study and exergy analysis 

of photovoltaic-thermoelectric with flat 

plate micro-channel heat pipe”, Energy 

Conversion Management, Vol. 207, 

112515, 2020 

[9]. Feng, X., Xin, G., “Experimental Study on 

Ultrasonic Vibration-Assisted WECDM of 

Glass Microstructures with a High Aspect 

Ratio”, Micromachines, Vol. 12, No. 2, 

125, 2021 

[10]. Qi, Y., Xu, S., Huang, D., “Investigation 

on aerodynamic performance of horizontal 

axis wind turbine by setting micro-plate in 

front of the blade leading edge”, 

Renewable Energy, Vol. 179, pp. 2309-

2321, 2021 

[11]. Yao, T., Ouyang, H., Dai, S., Deng, Z., 

Zhang, K., “Effects of manufacturing 

micro-structure on vibration of FFF 3D 

printing plates: Material characterisation, 

164 /



 آدامیان   حسینی سیانکی،دارابی، ، یریمع                                             یهوانورد یمهندس یپژوهش -یعلم یهنشر              

 1041دوم، پاییز و زمستان شماره  بیست و چهارم،سال               

numerical analysis and experimental 

study”, Composite Structure, Vol. 268, 

113970, 2021 

[12]. Wang, H., Zhang, M., Gao, J., Lan, Y., 

Zuo, Y., Zheng, X., “Applications of the 

elastic modes of a circular plate in 

wavefront correction of the adaptive optics 

and the active optics”, Optics Express, 

Vol. 29, No. 2, pp. 1109-1124, 2021 

[13]. Kang, J.H., “Three-dimensional 

vibration analysis of thick, circular and 

annular plates with nonlinear thickness 

variation”, Composite Structure, Vol. 81, 

pp. 1663-1675, 2003   

[14]. Haterbouch, M., Benamar, R., “The 

effects of large vibration amplitudes on the 

axisymmetric mode shapes and natural 

frequencies of clamped thin isotropic 

circular plates, part I: iterative and 

explicit analytical solution for non-linear 

transverse vibrations”, Journal of Sound 

and Vibration, Vol. 265, pp. 123–154, 

2003  

[15]. Gupta, U.S., Lal, R., Sharma, S., 

“Vibration analysis of non-homogeneous 

circular plate of nonlinear thickness 

variation by differential quadrature 

method”, Journal of Sound and Vibration, 

Vol. 298, pp. 892–906, 2006 

[16]. Nie, G.J., Zhong, Z., “Semi-analytical 

solution for three-dimensional vibration of 

functionally graded circular plates”, 

Computational Methods of Applied 

Mechanical Engineering, Vol. 196, pp. 

4901–4910, 2007  

[17]. Peng, J.S., Yuan, Y.Q., Yang, J., 

Kitipornchai, S., “A semi-analytic 

approach for the nonlinear dynamic 

response of circular plates”, Applied 

Mathematical Modelling, Vol. 33, pp. 

4303-4313, 2009  

[18]. Saleem, M., “Microplane modeling of the 

elasto-viscoplastic constitution”, Journal 

of Research Science Engineering 

Technology, Vol. 8, No. 3, pp. 9-25, 2020  

[19]. Eltaher, M.A., Mohamed, N., Mohamed, 

S.A., Seddek, L.F., “Periodic and 

nonperiodic modes of postbuckling and 

nonlinear vibration of beams attached to 

nonlinear foundations”, Applied 

Mathematical Modelling, Vol. 75, pp. 414-

445, 2019 

[20]. Reddy, J. N., Romanoff, J., Loya, J.A., 

“Nonlinear Finite Element Analysis of 

Functionally Graded Circular Plates with 

Modified Couple Stress Theory”, 

European Journal of Mechanic A Solids., 

Vol. 56, pp. 92-104, 2016  

[21]. Askari, A. R., “Bi-stability of 

pressurized electrically actuated flat 

micro-plates”, International Journal of 

Solids Structures, Vol. 178–179, 167-179, 

2019 

[22]. Beg, M. S., Yasin Y.M., “Bending, free 

and forced vibration of functionally 

graded deep curved beams in thermal 

environment using an efficient layerwise 

theory”, Mechanic of Material, Vol. 159, 

103919, 2021 

[23]. Wang, K. F., Wang, B., Zhang, C., 

“Surface energy and thermal stress effect 

on nonlinear vibration of electrostatically 

actuated circular micro-/nanoplates based 

on modified couple stress theory”, Acta 

Mechanic, Vol. 228, 129-140, 2017  

[24]. Mahinzare, M., Ranjbarpur, H., Ghadiri, 

M., “Free vibration analysis of a rotary 

smart two directional functionally graded 

piezoelectric material in axial symmetry 

circular nanoplate”, Mechanic of Systems 

and Signal Processing, Vol. 100, pp. 188–

207, 2018  

[25]. Javani, M., Kiani, Y., Eslami, M. R., 

“Large amplitude thermally Induced 

vibrations of temperature dependent 

annular FGM plates”, Composites Part B, 

Vol. 163, pp. 371-383, 2019 

[26]. Ouakad, H. M., Valipour, A., Żur, K. 

K., Sedighid, H. M., Reddy, J. N., “On the 

nonlinear vibration and static deflection 

problems of actuated hybrid nanotubes 

based on the stress-driven nonlocal 

integral elasticity”, Mechanic of Material, 

Vol. 148, 103532, 2020  

[27]. Mohamadi, A., Shahgholi, M., Ashenai 

Ghasemi, F., “Nonlinear vibration of 

axially moving simply-supported circular 

cylindrical Shell”, Thin Walled Structures, 

Vol. 156, 107026, 2020  

[28]. Roshanbakhsh, M. Z., Tavakkoli, S. M., 

Navayi Neya, B., “Free vibration of 

functionally graded thick circular plates: 

An exact and three-dimensional solution”, 

International Journal of Mechanic Sci., 

Vol. 188, 105967, 2020   

/ 165



 یهوانورد یمهندس یپژوهش -یعلم یهنشر                                                    ورق یکروم یرخطیکوچک بر ارتعاشات غ یاساثر مق 

  1041دوم، پاییز و زمستان  شماره بیست و چهارم، سال                                                                                                                         

 

[29]. Sofiyev, A.H., Zerin, Z., Kuruoglu, N., 

“Dynamic behavior of FGM viscoelastic 

plates resting on elastic foundations”, 

Acta Mechanica., Vol. 231, pp. 1-17, 2020  

[30]. Lal, R., Saini, R., “Vibration analysis of 

FGM circular plates under non-linear 

temperature variation using generalized 

differential quadrature rule”, Applied 

Acoustic, Vol. 158, 107027, 2020  

[31]. Yuan, Y., Li, H., Parker. R.G., Guo, Y., 

Wang, D., Li, W., “A unified semi-

analytical method for free in-plane and 

out-of plane vibrations of arbitrarily 

shaped plates with clamped edges”, 

Journal of Sound and Vibration, Vol. 485, 

115-573, 2020  

[32]. Vinyas, M., “On frequency response of 

porous functionally graded magneto-

electroelastic circular and annular plates 

with different electro-magnetic conditions 

using HSDT”, Composite Structure, Vol. 

240, 112044, 2020 

[33]. Reddy, J.N., Nampally, P., Phan, N., 

“Dual mesh control domain analysis of 

functionally graded circular plates 

accounting for moderate rotations”, 

Composite Structure, Vol. 257, 113153, 

2021  

[34]. Genao, F.Y., Kim, J., Żur, K.K., 

“Nonlinear finite element analysis of 

temperature-dependent functionally 

graded porous micro-plates under thermal 

and mechanical loads”, Composite 

Structure, Vol. 256, 112931, 2020   

[35]. Amabili, M., “Nonlinear damping in 

nonlinear vibrations of rectangular plates: 

Derivation from viscoelasticity and 

experimental validation”, Journal of 

Mechanic and Physics of Solids, Vol. 118, 

pp. 275–292, 2018 

[36]. Tao, C., Dai, T., “Isogeometric analysis 

for size-dependent nonlinear free vibration 

of graphene platelet reinforced laminated 

annular sector microplates”, European 

Journal of Mechanic A Solids, Vol. 86, 

104-171, 2021  

[37]. Rai, A. K., Gupta, S. S., 2021. 

“Nonlinear vibrations of a polar-

orthotropic thin circular plate subjected to 

circularly moving point load”, Composite 

Structure,, Vol. 256, 112953, 2021  

[38]. Chanda, A., Sahoo, R., “Forced 

Vibration Responses of Smart Composite 

Plates using Trigonometric Zigzag 

Theory”, International Journal of 

Structural Stability and Dynamics, 21, No. 

5, 2150067, 2021 

[39]. Li, A., Ji, X., Zhou, S., Wang, L., Chen, 

J., Liu, P., “Nonlinear axisymmetric 

bending analysis of strain gradient thin 

circular plate”, Applied Mathematical 

Modelling, Vol. 89, pp. 363-380, 2021 

[40]. Shafei, E., Faroughi, S., Rabczuk, T., 

“Nonlinear transient vibration of 

viscoelastic plates: A NURBS-based 

isogeometric HSDT approach”, 

Computational Mathematical Applied, 

Vol. 84, pp. 1-15, 2021  

[41]. Haciyev, V. C., Sofiyev, A. H., 

Kuruoglu, N., “On the free vibration of 

orthotropic and inhomogeneous with 

spatial coordinates plates resting on the 

inhomogeneous viscoelastic foundation”, 

Mechanic of Advance Material Structures, 

Vol. 26, No. 10, pp. 886-897, 2019  

[42]. Reddy, J. N., Romanoff, J., Loya, J. A., 

“Nonlinear finite element analysis of 

functionally graded circular plates with 

modified couple stress theory”, European 

Journal of Mechanic A Solids, Vol. 56, pp. 

92-104, 2015 

[43]. Liew, K. M., Han, J. B., Xiao, Z. M., 

“Vibration analysis of circular Mindlin 

plates using the differential quadrature 

method”, Journal of Sound and Vibration, 

Vol.205, No. 5, pp. 617–630, 1997  

[44]. Shojaeefard, M. H., Saeidi Googarchin, 

H., Mahinzare, M., Eftekhari, S.A., 

“Magnetic field effect on free vibration of 

smart rotary functionally graded 

nano/microplates: A comparative study on 

modified couple stress theory and nonlocal 

elasticity theory”, JOURNAL OF 

Intelligenous Material Systems and 

Structures, Vol. 29, No. 11, pp. 2492-

2507, 2018  

 

 

166 / 


