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 دهچکی

موورد بررسوی اورار     شرایط مرزی مختلفبا به دو روش تحلیلی و تجربی  )استرینگر( شده طولیتای تقویهای استوانهتحقیق ارتعاشات آزاد پوستهدر این 

 تجربوی روش در ن یهمچنو  در نظر گرفتوه شوده انود     های مجزاصورت المانهها بو تقویت کنندهاستفاده شده  از روش ریتز در حل تحلیلی  .گرفته است

باشود   موی گواه آزاد  تکیوه گاه گیردار و تکیهچند نوع مختلف گاه ساده، تکیهچند نوع مختلف شرایط مرزی مختلف شامل   آزمایش مودال انجام شده است

مقایسوه   ،ایون تحقیوق  و همچنین با کار تجربی انجام شوده در  جع دیگر اموجود در مر و تحلیلی های طبیعی با مقادیر تجربیفرکانستحلیلی نتایج برخی 

های طبیعی، فرکانس پایوه و شوکل مودهوای    علاوه تغییرات فرکانسبه  که مطابقت بسیار خوبی بین نتایج تحلیلی و تجربی مشاهده شده است شده است

 طبیعی به ازای شرایط مرزی مختلف مورد بررسی و تحلیل ارار گرفته است   

 کار تجربی ،یعیفرکانس طب ،ارتعاش آزاد ،طولیت کننده یتقو ،یاپوسته استوانه : یدیکل یهاواژه

 

 

 

Free Vibration Analysis of Longitudinally Stiffened Cylindrical Shells with 

Different Types of Boundary Conditions Using Analytical and 

Experimental Methods 
 
Abstract 
In this research, the free vibration analysis of cylindrical shells with longitudinal stiffeners, i.e. stringer with two 

methods of analytical and experimental for different boundary condition is investigated. Ritz method is applied 

in analytical solution while stiffeners treated as discrete elements. Also, in experimental method the modal 

testing is performed. Different types of simply supported, different types of clamped and also free boundary 

conditions are considered. Some analytical results for natural frequencies are compared with other’s 

experimental and analytical results, and hence with experimental results of this research, which showed good 

agreement. Furthermore, variations of natural frequencies, fundamental frequency and natural mode shapes for 

different types of boundary conditions are considered. 
 

Keywords: Cylindrical Shell, Longitudinal Stiffener, Free Vibration, Natural Frequency, Experimental Work. 

 

 

 مقدمه

از مسائل  ایهای پوستهدینامیکی سازه واصشناخت خ

 یکاربردهاهایی باشد، زیرا چنین سازهمورد توجه طراحان می

ها دارند  در اکثر این موشک و هواپیماهابدنه زیادی از جمله در 

موارد پوسته تحت بارهای دینامیکی ارار دارد و ممکن است 

های طبیعی و فرکانس  دچار ارتعاش، کمانش وخستگی شود

هم و اابل توجه در طراحی این نوع مودهای ارتعاشی، از موارد م

 ،ش نسبت استحکام به وزنیافزاهای یکی از راه ها  است سازه

-هب یکننده طولتیتقو، تقویت پوسته با ییهان سازهیدر چن

 باشد تیر می شکل
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نازک  یااستوانه یهامعادلات حاکم بر پوسته [،1]سندرز

ها بر تغییرات کننده[، اثر تقویت0] ایگل و سیوال را ارائه نمود 

 باشده ای تقویتهای استوانههای طبیعی پوستهفرکانس

 ،(یطیکننده محتی)تقو و رینگ( یکننده طولتی)تقواسترینگر 

با شرایط مرزی مختلف را مورد بررسی ارار دادند   تقویت 

از روش و  ههای مجزا در نظر گرفته شدصورت المانهها بکننده

همیلتون برای بدست آوردن معادلات حرکت انرژی و اصل 

[، ارتعاشات آزاد پوسته 6] راینهارت و ونگ  استفاده شده است

لاگرانژ مورد  روش گاه ساده را ازشده با استرینگر با تکیهتقویت

های مجزا مدل المان صورتبهبررسی ارار دادند  استرینگرها 

های پوسته[، تحلیل ارتعاشات آزاد 2] مصطفی و علی  ندشد

ساده را  گاهتکیهبا و شده با رینگ و استرینگر ای تقویتاستوانه

انجام گسسته  یو استفاده از مدلسازکاربرد روش ریلی ریتز  با

ای [، آنالیز ارتعاشی پوسته استوانه9زاهو و لی ]ن یهمچن دادند 

های طولی و کنندهساده و تقویت گاهتکیهچند لایه ای دوار با 

-ا با استفاده از روش انرژی انجام دادند  اثر تقویتمحیطی ر

 یمدلسازو روش المان مجزا  یریگمتوسطنوع  ها به دوکننده

-های تقویت[، ارتعاشات آزاد پوسته9جعفری و بااری]شدند  

شده طولی را برای اولین بار با خارج از مرکزی غیریکنواخت 

-توزیع غیر مورد بررسی ارار دادند و مشاهده نمودند که با

های توان به مقادیر فرکانسیکنواخت ارتفاع استرینگرها می

طبیعی بالاتری در مقایسه با حالت ارتفاع ثابت دست یافت  

ای با های استوانهسازی پوسته[، بهینه2صادای فر و همکاران]

ها برای های محیطی و طولی را انجام دادند  آنکنندهتقویت

های مختلف مقطع اده کرده و شکلتحلیل از روش ریتز استف

[، 8ژیانگ و همکاران]ها را مورد بررسی ارار دادند  کنندهتقویت

ای به استفاده از روش های استوانهتحلیل ارتعاشات آزاد پوسته

ها توابع جابجایی را بر اساس سری موجک انجام دادند  آن

وسته [،  ارتعاشات آزاد پ5فوریه در نظر گرفتند  هیون و مون ]

-ای را با استفاده از روش ریلی ریتز و بر اساس تئوریاستوانه

[، 12های مختلف پوسته بررسی نمودند  نقاش و همکاران]

ارتعاشات آزاد پوسته با شکل دلخواه و با ضخامت متغیر که با 

استرینگرهایی تقویت شده است را به روش نوار محدود تحلیل 

لاگرانژ برای توابع جابجایی ای جملهها از چندنمودند  آن

های مجزا ها را به صورت المانکنندهاستفاده نمودند و تقویت

 در نظر گرفتند 

 شدهتقویت یااستوانه هایپوسته ارتعاشاتن مقاله، یا در

  با توسعه داده شده استگاهی مختلف برای شرایط تکیه طولی

توان تی میکار برده شده است به راحروشی که در این مقاله به

گاه ساده، چند مختلف شامل چند نوع تکیهگاهی شرایط تکیه

  گاه آزاد را برای پوسته در نظر گرفتگیردار و تکیه گاهنوع تکیه

دست آمده با کار تجربی انجام شده در همین برخی نتایج به

مورد  تحقیق و همچنین با نتایج تحلیلی و تجربی مراجع دیگر

به علاوه تغییرات   اعتبار سنجی شده است مقایسه ارار گرفته و

های طبیعی، فرکانس پایه و شکل مودهای طبیعی به فرکانس

ازای شرایط مرزی مختلف مورد بررسی و تحلیل ارار گرفته 

های دست آمده با روشاست  همچنین شکل مودهای طبیعی به

 تجربی و تحلیلی برای شرایط مرزی مختلف رسم شده است 

 

 یروابط تئور

ک پوسته ی یهدف بدست آوردن معادلات حرکت برا

 ، شعاعhکنواختیبا ضخامت ، 1مطابق شکل  نازک یااستوانه

Rطول ،Lیته جرمی، دانستهیسی، مدول الاستE نسبت ،

2)1(یرشب و مدول پواسون  EG باشد   یم 

 

 
 طولی شدهتقویتپوسته استوانه ای  -1شکل 

 

استرینگر که به فواصل یکسان از  Sاین پوسته با تعداد

دارای ام jاست  استرینگر شده تقویتاند، همدیگر ارار گرفته

عرض ثابت
jbs و ارتفاع ثابت

jds باشد  هر کدام از تقویتمی-

های مختلف و حتی متفاوت با توانند دارای جنسها میکننده

پوسته باشند  نسبت پواسون، مدول برشی، مدول الاستیسیته و 

ترتیب با پارامترهای هام بjدانسیته جرمی استرینگر 

, , , j j j js Es Gs s اند  مشخص شده 

 

D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 jo
ae

.ir
 a

t 1
0:

21
 +

03
30

 o
n 

T
ue

sd
ay

 D
ec

em
be

r 
29

th
 2

02
0

http://joae.ir/article-1-60-fa.html


 یهوانورد یمهندس یپژوهش -یعلم یهنشر    شده طولی  ای تقویتهای استوانهارتعاشات آزاد پوسته

 59و تابستان بهار ، اول، شماره هجدهمسال       های تحلیلی و تجربیبا شرایط مرزی مختلف به روش

   

  /3 

 پوسته یانرژ
 ،یکرنش یانرژ[، 1] پوسته نازک سندرز یبر اساس تئور

ها را کنندهتیپوسته بدون در نظر گرفتن تقو یو کشش یخمش

 :نوشت  (1به صورت رابطه )توان یم
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خواطر نوازک   هبو  یچرخشو  ینرسو ینظر کردن از ا با صرف

در نظور گوورفتن  پوسوته بوودون   یجنبشوو یبوودن پوسووته، انورژ  

 :باشدیم (0)بر طبق رابطه  هکنندتیتقو
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   نگریاسترانرژی 

با در نظر گرفتن اثورات   امjنگریاستر یکرنش یانرژ یبرا

 : شود( نوشته می6رابطه ) کشش، خمش دو محوری و پیچش
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با در نظور گورفتن   ام jنگریاستر یجنبش ین انرژیهمچن

حوول دو   یدورانو  ینرسو یدر سه جهوت و ا  یانتقال یهاینرسیا

 عبارتست از :محور، 
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مرکوز سوط     یهوا ر مکانیین تغیموجود ب یروابط هندس

)ام jنگریاستر , , )j j jus vs ws سط   متناظر یهار مکانییبا تغ

),,(پوسته یانیم wvu ( آمده است9در رابطه ): 
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-تعریف می (9رابطه ) به صورتخارج از مرکزی هر استرینگر   

 شود:

(9)  
2


 

j

j

h ds
es 

که علامت مثبت و منفی به ترتیب برای استرینگر بیرونوی  

 رود و داخلی به کار می

-تیو تقو یدر معادلات انورژ  (9) و (9) روابط یگذاریبا جا

هوا را  کننوده تیو تقو یتووان انورژ  ی( مو 2و  6کننده )معوادلات  

پوسته نوشت و تابع  یانیر مکان سط  مییتغ یهاحسب مولفهبر

 ل داد:یتشک (2رابطه ) به صورتستم یکل س یانرژ
 

(2)  

ییفضوا  یرهوا یمتغ یجدا سواز  یتوان برایرا م (8)توابع 

,x یر زمانیو متغ t ر برد:اکهب 
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فرکووانس  و یطوویشووماره مووود مح n ن روابووطیوودر ا

 باشد   یارتعاشات م

 

 یط مرزیشرا

نووع شور     چهوار ساده  گاهتکیهبا  یاپوسته استوانه یبرا

 ان نمود: یب (5روابط )به صورت توان یرا م یمرز

(5) 1 2

3 4

: 0 ;             : 0 ;

: 0 ;             : 0

  

    

S w v S w

S w u S w v u
 

توان به صوورت  گاه گیردار نیز میهمچنین چهار نوع تکیه

 در نظر گرفت: (12روابط )
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(12) 

1 2

3 4

: 0 ;    : 0 ;

: 0 ;    : 0

    

      

dw dw
C w v C w

dx dx

dw dw
C w u C w v u

dx dx

 

 تزیتوابع ر

 یط مورز ید باشند که شرایبا یتز طوریرمکان رییتوابع تغ

بوه  تووان  ین توابوع را مو  یو ا یند  در حالت کلو یفوق را ارضا نما

در نظور   (11شوکل روابوط )  به  یخاص یهایاچندجمله صورت

 :گرفت
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یهوا سیآمده است  اند 1 ، در جدولPمختلف یهاتوان

P2 ته درووو پوس یدهنده دو انتهوا نشان 1و  2 ، شاملx  و

1x اابل مشتق یراحت هتز بیاز توابع ر شکلن یباشند  ایم-

و ترکیبوات مختلفوی از شورایط    هسوتند   یریگو انتگرال یریگ

ش یبوا افوزا   باشوند  همچنوین  راحتی اابل بررسی موی  همرزی ب

 یبو یتقر یهوا ر مکوان ییتغ یی، همگرا(NS) یتعداد جملات سر

 شتر خواهد شد یب
 

 معادلات حرکت

نسوبت   یمم کردن تابع انرژینیم) تزیبا استفاده از روش ر

ند  بوا حول   یآیمعادلات حرکت بدست م (،تزیب توابع ریبه ضرا

دسوت  هبو  یارتعاش یو مودها یعیطب یهان معادلات، فرکانسیا

 خواهند آمد 

(10) 
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 یگذاری( و جا2در رابطه )( 11) تا( 8روابط ) یگذاریبا جا

ه ر بو یو ز به صورتستم یس مشخصه سی(، ماتر10آن در رابطه )

 د:  یآیدست م

(16)        2

1 1

[ ] [ ] 0
 

  
     

   
 

S S

j j

j j

K Ks M Ms C 

(16)در رابطووه  M و  K و موواتریس  س جوورمیموواتر

]پوسووته، سووختی  ]jMs و [ ]jKs و موواتریسس جوورم یموواتر 

ن یهمچنووووو باشوووووند یام موووووjنگریاسوووووترسوووووختی 

   T

NSNSNS rrqqppC ,.....,,,.....,,,....., 111  بووردار

2تووز و یب ریضوورا یسووتون 2 2 2(1 ) /     R E  پووارامتر

 باشد یبدون بعد م یفرکانس

 
 به ازای شرایط مرزی مختلف Pهای مختلفتوان – 1جدول 

F C4 C3 C2 C1 S4 S3 S2 S1 

شرایط 

 مرزی

2 1 1 2 2 1 1 2 2 
uP 

2 1 2 2 1 1 2 2 1 
vP 

2 0 0 0 0 1 1 1 1 
wP 

 

 لنتایج تحلی
طوولی بوا    شوده تقویوت مودل پوسوته    دومعادله فرکانسی برای 

مختلوف  ، چنود نووع   آزاد گواه تکیوه شامل شرایط مرزی مختلف 

حول شوده   گیوردار   مختلوف  گواه چند نوع تکیه ساده و گاهتکیه

است   آمده 0در جدول  شدهتقویت یهامشخصات پوستهاست  

 و تحلیلوی  مقایسه بین نتایج تحلیل با نتوایج تجربوی   ،6جدول 

دهود کوه   نشوان موی   M1مودل   یبرارا جع دیگر اموجود در مر

توان از داوت  بنابراین میشود  خوبی مشاهده می یلیخمطابقت 

همچنوین   روش تحلیلی به کار برده شده اطمینان حاصل نمود 

با افزایش تعداد جملات تابع ریتز، همگرایوی بهتور نتوایج اابول     

دهد کوه  ینشان م 6 جدولموجود  یلیج تحلینتامشاهده است  

 باشد یم یتز کافیتابع ر یبرادر نظر گرفتن تعداد شش جمله 

به دو روش تحلیلی و تجربی، با شرایط  M2در ادامه مدل 

مرزی مختلف مورد بررسی ارار گرفت و اثر شرایط مرزی بر 

های طبیعی و فرکانس پایه ارائه گردید  روی تغییرات فرکانس

دل با شرایط مرزی در روش تجربی آزمایش مودال بر روی م

 آزاد انجام گرفت  
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 نقاط تحریک در آزمایش مودال  -2شکل 

 

 

-تقویتمدل پوسته دو  مکانیکی ابعاد هندسی و خواص -2 جدول

 طولی شده
 

 خصوصیات
 ابعاد و مقادیر

  M1 مدل

 ابعاد و مقادیر

  M2 مدل

 S 2 8 تعداد استرینگرها

R (m) 1529/2 شعاع  2809/2  

h (m) 222292/2   ضخامت  2209/2  

L (m) 5898/2  طول  0229/2  

ds (m) 2121/2  ارتفاع استرینگرها  2622/2  

bs (m) 22122/2  عرض استرینگرها  220/2  

 E (Gpa) 022 022 مدول الاستیسیته

 دانسیته  ( Kg/m
3

) 2222 2806 

  نسبت پواسون  6/2  05/2  

یخارج داخلی نوع تقویت  

 

 

 S1-S1 ساده گاهتکیهبا  M1  مدل شدهتقویتجع دیگر برای پوسته اهای طبیعی با مرهمگرایی و مقایسه فرکانس -3 جدول
 

 خطا

% 

قادیر م

 تحلیلی

[4] 

درصد 

 خطا

% 

 مقادیر

 تجربی

[3] 

 شماره مود (فرکانسهای طبیعی )هرتز –نتایج تحلیل 

  توابع ریتز   - NS -تعداد جملات  

n 

 

m 
8 6 4 3 

8/1- 228 --- --- 8892/296 8892/296 2200/292 9892/829 1 

1 

9/1- 612 --- --- 2129/610 2129/610 2892/610 8082/628 0 

2/1- 195 0/2 199 6126/199 6126/199 6992/199 9510/180 6 

9/2- 9/55 59/2- 122 2259/55 2259/55 2266/55 9128/118 2 

1/6- 9/51 60/2- 85 2122/88 2122/88 2001/88 9298/121 9 

1/2- 129 8/1 122 8966/129 8966/129 8980/129 2105/116 9 

2/6- 120 0/2 162 0268/162 0268/162 0292/162 5999/121 2 

9/2- 128 8/1 122 1208/122 1208/122 1265/122 2522/182 8 

 

برای ساخت نمونه ابتدا پوسته تقویت نشده از طریق 

کاری لوله ضخیم فولادی تهیه شد و سپس ماشین

ای اوی به پوسته استرینگرها با استفاده از چسب اطره

استرینگرها با متصل شدند  در صورت ساخت یکپارچه 

پوسته، به خاطر ایجاد فیلت ابزارکار در محل اتصال 

ها به پوسته، مقدار سختی و جرم تغییر کرده کنندهتقویت

 شد  و خطای آزمایش بیشتر می

برای جلوگیری از حذف برخی از مودها و همچنین 

دست آوردن شکل مودهای مختلف محیطی و طولی ه ب

نقطه  19هت محیطی به دایق، نمونه تحت آزمایش در ج

نقطه  02در نقطه تقسیم شده و  10و در جهت طولی به 

 0شکل   است ضربات چکش در جهت شعاعی وارد شده

های ثبت شتاب برایدهد  مواعیت این نقا  را نشان می

سنج پیزوالکتریک استفاده شده که در خروجی از شتاب

ایجاد با موم به مدل وصل شده است   1 نقطه شماره

رایط مرزی دوسرآزاد از طریق آویزان کردن با طناب ش

برای بررسی اثر جرم   (6)شکل  کشی انجام شده است

گرم  60و  19های سنج با جرمسنج از دو نوع شتابشتاب

استفاده شده است و با توجه به جرم زیاد نمونه آزمایش 

(kg 2/0 اختلاف بسیار ناچیزی در نتایج مشاهده گردید ) 

ه ( ب1FRFتحلیل اطلاعات توابع پاسخ فرکانسی)برای 

 STAR Modalدست آمده از آزمایش مودال، از نرم افزار 
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افزار استفاده شده است  پارامترهای خروجی از این نرم

های طبیعی، میرایی و شکل مودهای شامل فرکانس

، تابع پاسخ فرکانسی مربو  به 2 باشد  شکلطبیعی می

 دهد ، را نشان می2اه اندازیر ،  نقطه1نقطه شماره 

 

 
تجهیزات مورد استفاده در آزمایش مودال و  -3شکل 

 سازی شرط مرزی دوسر آزادشبیه

 

ای اسوتفاده  هوا از روش چندجملوه  برای برازش منحنی

های فرکانسوی بوه   شده است و با توجه به نزدیک بودن اله

با رزولوشن طیف فرکانسی یک  همدیگر، از روش چند مود

مقایسوه بوین نتوایج    همچنوین  استفاده شوده اسوت     هرتز

مقادیر میرایوی حاصول از    و و نتایج تحلیلی مودال آزمایش

در برخوی از  مشاهده نمود   2توان در جدول را میآزمایش 

های فلوزی بزرگتور   مودها مقدار میرایی از حد معمول سازه

اند که علت آن کیفیت نامطلوب توابع پاسوخ   به دست آمده

کوه   n=9و موود   n=1)مود  باشدمودها می اینفرکانسی در 

بوه عولاوه     ضربات چکش اادر به تحریک کافی سازه نبود(

برای حل تحلیلوی و   6MAC، مقایسه ماتریس 9در جدول 

گاه آزاد ارائه شده است که به صورت برای تکیهکار تجربی 

ده است  بالای اطر اصلی مربو  به حل آم جاخلاصه و یک

باشود   تحلیلی و زیر اطر اصلی مربو  به کوار تجربوی موی   

علت اختلاف دو روش در برخی از سطر هوا ایون اسوت در    

شووند ولوی در   حل تحلیلی مودها در هر سه جهت حل می

کار تجربی به علت محودودیت سنسوور فقوط یوک جهوت      

اخوتلاف در نتوایج    له باعثاارتعاشات ثبت گردید و این مس

MAC   دو روش شده است 

همچنین تشخیص و عودم توانوای تشوخیص مودهوای     

نامتقارن در کوار تجربوی و حول تحلیلوی نیوز باعوث بوروز        

های این ماتریس شده است  بوا توجوه بوه    اختلاف در المان

و  2بین نتایج تحلیلی و تجربوی جودول    ،وجود خطای کم

همچنین مطابقت خوب نتایج تحلیلی بوا مرجوع دیگور در    

تووان  ، از صحت و دات نتوایج روش تحلیلوی موی   6جدول 

هوای دیگور از   اطمینان حاصل نمود و نتایج را برای حالوت 

 جمله شرایط مرزی مختلف توسعه داد 
 

 
 1مربوط به نقطه شماره  تابع پاسخ فرکانسی -4شکل 

 

 شدهتقویتهای طبیعی برای پوسته مقایسه فرکانس -4 جدول

 با شرط مرزی دو سرآزاد M2مدل 

 میرایی

 مودال

% 

 خطا %

 

نتایج 

 تحلیلی

 )هرتز(

آزمایش 

 مودال

 ) هرتز (

 شماره مود

n m 

  2  1 

1 

09/2  9/2- 001 065 0 

28/2  8- 902 922 6 

11/2  

19/2  

2- 1159 1022 

1660 
2 

55/1  29/2 1502 1509 9 

2/9  66 2 9 1 

0 

62/2  2/9- 099 025 0 

12/2  2/9- 988 262 6 

11/2  

18/2  

2/0- 1099 1058 

1659 
2 

18/1  2/2- 0220 0259 9 

 

آمده از آزموایش  چند مود خمشی به دست 9در شکل 

مودال نشان داده شده است  شوکل مودهوای طوولی اول و    

خووط مسووتقیم و خووط  بووه صووورتدوم پوسووته دوسوورآزاد 

باشد و مود سووم آن شوبیه   شیبدار با یک گره در وسط می

مود اول تیور دوسورآزاد دارای دو گوره بووده و بوه هموین       

ترتیب شکل مودهای چهارم به بعود پوسوته شوبیه شوکل     
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و  n=1باشود  موود   وم به بعد تیر دوسورآزاد موی  مودهای د

0=m (، اما 9باشد )شکل گاه آزاد، مود جسم صلب میتکیه

ی در وسوط پوسوته ایجواد    ابا این تفاوت که یک خط گوره 

گاه ساده از نوع شود و پوسته همانند پوسته با یک تکیهمی

S1 کند که در وسط ارار گرفته است ارتعاش می 
 

 برای حل تحلیلی و کار تجربی MACماتریس  -5جدول 

 زیر قطر اصلی کار تجربی( –)بالای قطر اصلی حل تحلیلی 

1 16/2  88/2  11/2  02/2  10/2  22/2  12/2  91/2  19/2  

12/2  1 12/2  95/2  21/2  22/2  22/2  06/2  29/2  21/2  

25/2  29/2  1 12/2  00/2  18/2  22/2  00/2  28/2  19/2  

12/2  1 22/2  1 11/2  25/2  19/2  92/2  19/2  22/2  

22/2  25/2  1 22/2  1 15/2  81/2  02/2  50/2  01/2  

06/2  80/2  2 85/2  21/2  1 02/2  29/2  06/2  18/2  

19/2  21/2  09/2  21/2  02/2  2 1 66/2  82/2  06/2  

08/2  80/2  26/2  29/2  29/2  29/2  11/2  1 61/2  92/2  

22/2  06/2  26/2  02/2  81/2  28/2  02/2  19/2  1 01/2  

29/2  86/2  12/2  81/2  00/2  99/2  26/2  96/2  65/2  1 

 

 

 
 مودهای خمشی به دست آمده از آزمایش مودال -5شکل 

 

، نتایج n=2نکته جالب توجه اینکه برای مود محیطی

(  یکی از 2دهد )شکل تجربی وجود دو مود را نشان می

این دو مود، مربو  به مود متقارن و دیگری مود نامتقارن 

از مودها تمامی استرینگرها بر روی نقا  باشد  در یکی می

-گیرند و در نتیجه جرم مودال کاهش میی ارار میاگره

ی ایابد  در مود دیگر تمامی استرینگرها در نقا  غیرگره

-گیرند و انرژی جنبشی و جرم مودال افزایش میارار می

برای شر  مرزی دو  m=1،0که در یابد  با توجه به این

ها نقشی در انرژی کرنشی ندارند، نندهکسرآزاد، تقویت

ها در این مود باعث کاهش فرکانس کنندهوجود تقویت

های  nشود  این حالت برای طبیعی نسبت به مود دیگر می

  تر، برایوجود ندارد  به عبارت ساده 8دیگر کوچکتر از 

nی اهای وااع در نقا  گرهکنندههای دیگر تعداد تقویت

باشد و به همین متقارن و نامتقارن یکسان میبرای دو مود 

شود  درحل خاطر مقدار عددی فرکانس دو مود یکسان می

به تحلیلی بخاطر انتخاب نوع توابع ریتز در جهت محیطی 

 شود متقارن، فقط یکی از این دو مود مشاهده می صورت
 

 
 m=2و  n=1مود ارتعاشی پوسته با تکیه گاه آزاد  -6شکل 

 

 
 مودهای متقارن و نامتقارن محیطی -7شکل 
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در ادامه روش تحلیلی برای شرایط مرزی مختلف 

های طبیعی، توسعه داده شد و نتایج تغییرات فرکانس

فرکانس پایه و شکل مودها به ازای شرایط مرزی مختلف 

 ارائه گردید 

های طبیعی به مقایسه نتایج فرکانس 2و  9جداول 

نوع  2با M2 مدلشده تقویتبرای پوسته روش تحلیلی 

را گیردار  گاهتکیهنوع مختلف  2 و ساده گاهتکیه مختلف

همچنین د  ندهنشان می( 12و 5)مطابق معادلات 

های طبیعی بر حسب تعداد چگونگی تغییرات فرکانس

برای شرایط  و  =1mو0در مودهای خمشی موج محیطی 

 نشان داده شده اند   5 و 8های مرزی پیش گفته در شکل

با توجه به دات نتایج روش تحلیلی به دست آمده در 

این تحقیق در مقایسه با کارتجربی و نتایج مراجع دیگر که 

-ارائه گردید و عدم وجود نتایج فرکانس 2و  6در جداول 

های طبیعی برای شرایط مرزی مختلف، نتایج ارائه شده 

مرجع خوبی برای محققان برای شرایط  2و  9در جداول 

 تواند مورد استفاده ارار بگیرد  مرزی مختلف می

 
برای پوسته  های طبیعیفرکانسمقایسه نتایج  -6 جدول

 گاه سادهنوع مختلف تکیه 4با  M2مدل  شدهتقویت

 روش تحلیلی )هرتز(های طبیعی به فرکانس
شماره 

 مود

S4-S4 S3-S3 S2-S2 S1-S1 n m 

6882 1221 1982 6915 1 1 

0682 1262 1921 1852 0  

1212 1922 1062 1052 6  

1952 1969 1292 1229 2  

0159 0122 0258 0255 9  

9810 2928 0681 9925 1 0 

2222 6909 6680 2992 0  

6912 0582 0589 6625 6  

6205 0822 0299 0822 2  

6108 6262 0520 6225 9  

 

های طبیعی شکل مود 16الی  12های در شکل

-گاهپوسته در راستای طولی به ازای چند نوع مختلف تکیه

طور که در این های پیش گفته نشان داده شده اند  همان

ها مقدار توان مشاهده نمود در تمامی آنها میشکل

باشد اما در دو انتهای پوسته برابر صفر می Wجابجایی 

صفر گاه صفر و یا غیریهمتناسب با نوع تک Vو  Uمقادیر 

( که نشان دهنده صحت 12و 5باشند )مطابق معادلات می

باشند  حل تحلیلی و ارضا شدن ایدهای هندسی می

های نوع گیردار صفر بودن شیب گاههمچنین در تکیه

2Wجابجایی شعاعی ) x   در دو انتهای پوسته )

 باشد کاملا مشهود می

 
برای پوسته  های طبیعیمقایسه نتایج فرکانس -7 جدول

 گاه گیردارنوع مختلف تکیه 4با  M2مدل  شدهتقویت

 های طبیعی به روش تحلیلی )هرتز(فرکانس
شماره 

 مود

C4-C4 C3-C3 C2-C2 C1-C1 n m 

6528 0611 0062 6920 1 1 

0999 0092 1510 0261 0  

1509 1822 1252 1258 6  

1825 1821 1928 1990 2  

0602 0600 0018 0006 9  

9529 2522 0529 9925 1 0 

2591 2008 2012 2885 0  

6859 6920 6958 6212 6  

6299 6222 6099 6098 2  

6965 6915 6689 6689 9  

 

 
شده مدل های طبیعی پوسته تقویتتغییرات فرکانس -8شکل 

M2  گاه سادهنوع مختلف تکیه 4با 
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شده مدل های طبیعی پوسته تقویتتغییرات فرکانس -9شکل 

M2  گاه گیردارنوع مختلف تکیه 4با 

 

 
 S2-S2گاه ساده از نوع مودهای ارتعاشی تکیه -11شکل 

 
 S4-S4از نوع  گاه سادهمودهای ارتعاشی تکیه -11شکل 

 

توان ها و جداول میهمانطور که در این شکل

های گاهمربو  به تکیه مشاهده نمود کمترین فرکانس پایه

S2-S2  وC2-C2 های گاهباشند و تکیهمیS4-S4  و

C4-C4 باشند  همچنین بیشترین فرکانس پایه را دارا می

رخ  =6nفرکانس پایه در  C2و  S2های نوع گاهدر تکیه

فرکانس پایه در  C4و  S4های نوع گاهدهد اما در تکیهمی

2n= انس پایه تغییر مود شود و به عبارتی فرکایجاد می

همواره  C2و  S2های نوع گاهدهد  به علاوه تکیهمی

های نوع گاههای طبیعی را دارند و تکیهکمترین فرکانس

S4  وC4 های طبیعی را به ازای موجبیشترین فرکانس-

-n دهند اما در های محیطی و طولی مختلف نتیجه می

های بالا n ها بیشتر هستند و در های پایین این اختلاف

یابند  با های مختلف کاهش میگاهاختلاف بین نتایج تکیه

( این نتایج اابل توجیه 12( و )5توجه به معادلات )

دارای  C2و  S2های نوع گاهباشند  تکیهفیزیکی می

های ترین فرکانسکمترین اید و در نتیجه دارای پایین

طرفی دیگر باشند  از ترین فرکانس پایه میطبیعی و پایین

دارای بیشترین اید و در  C4و  S4های نوع گاهتکیه

های طبیعی و بیشترین نتیجه دارای بیشترین فرکانس

باشند  باید به این نکته توجه شود که فرکانس پایه می

ترین و بیشترین فرکانس پایه که گفته شد به صورت پایین
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صدق نوع خودش های همگاهو در بین تکیه باشدمینسبی 

باشد گاه آزاد که دارای هیچ ایدی نمیکند و برای تکیهمی

توان به این صورت نتیجه را تعمیم داد  علت این نمی

های شرایط مرزی آزاد کاملا اله این است که شکل مودمس

گاه آزاد تکیه m=6گاه ساده متفاوت است و مود با تکیه

دارد،  S1گاه ساده از نوع تکیه m=1شباهت نسبی با مود 

ها نیز با هم متفاوت است که ی آناکه نقا  گرهضمن این

این موضوع اابل مشاهده است  به  8و  2های در شکل

گاه گاه آزاد با تکیهی تکیهاعلت تفاوت محل نقا  گره

گاه آزاد تکیه m=6های طبیعی به ازای ساده، فرکانس

 ( 8باشد )جدول گاه ساده میتکیه m=1بیشتر از 

 
برای پوسته  های طبیعیمقایسه نتایج فرکانس -8جدول 

 S1گاه ساده گاه آزاد و تکیهبا تکیه M2مدل  شدهتقویت

  تکیه گاه ساده تکیه گاه آزاد

فرکانس 

 طبیعی
m 

فرکانس 

 طبیعی
m N 

9282 

6 

6915 

1 

1 

6289 1852 0 

0902 1052 6 

0005 1229 2 

0989 0255 9 

 

 
 C4-C4از نوع ار گاه گیردمودهای ارتعاشی تکیه -13شکل 

 
 C2-C2از نوع  گاه گیردارمودهای ارتعاشی تکیه -12شکل 

 

 یجه گیرینت

ای های استوانهدر این تحقیق ارتعاشات آزاد پوسته

شده طولی به روش تحلیلی و کار تجربی به ازای تقویت

شرایط مرزی مختلف مورد بررسی ارار گرفت  در روش 

تحلیلی از تئوری سندرز و برای حل معادلات از روش ریتز 

های مجزا ها به صورت المانکنندهاستفاده گردید و تقویت

-در نظر گرفته شدند  در کار تجربی بر روی پوسته تقویت

شده آزمایش مودال با شرایط مرزی آزاد انجام گردید  در 

نوع  2گاه ساده و نوع مختلف تکیه 2روش تحلیلی به ازای 

های گاه گیردار نتایج تغییرات فرکانسمختلف تکیه

طبیعی، فرکانس پایه و شکل مودهای طبییعی ارائه شد  

های گاهمشاهده گردید که تکیه هادر نتایج جداول و نمودار

دارای بیشترین مقادیر  C4و گیردار  S4ساده نوع 

-های طبیعی و بالاترین مقدار فرکانس پایه و تکیهفرکانس

دارای کمترین مقادیر  C2و گیردار  S2های ساده نوع اهگ

ترین مقدار فرکانس پایه های طبیعی و پایینفرکانس

به خاطر وجود بیشترین  به ترتیب، لهاهستند  علت این مس

ها گاهاید هندسی و کمترین اید هندسی در این نوع تکیه

اد که گاه آزتوان برای تکیهالبته این نتیجه را نمیباشد  می

باشد تعمیم داد زیرا شکل مود و دارای هیچ ایدی نمی
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همچنین رسم باشد  ی آن متفاوت میامحل نقا  گره

شکل مودها در راستای طولی و محیطی برای شرایط 

باشد  با توجه به مقایسه دهنده صحت حل میمرزی نشان

نتایج این تحقیق با نتایج تحلیلی و تجربی مراجع دیگر و 

با مقایسه آن با کار تجربی انجام شده در این همچنین 

ها با همدیگر و همچنین با تحقیق و مطابقت خوب آن

توجه به عدم وجود نتایج ارتعاشی برای شرایط مرزی 

آمده در این تحقیق مرجع خوبی دستمختلف، نتایج به

 باشد  تواندبرای محققان در این زمینه می
 

 ها:نوشتپی

1 Frequency Response Function 

0 Driving Point 

6 Modal Assurance Criterion 
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