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  چكيده
 يجـاد ا يمهندس ـ هـاي يسـتم در س يژهورا به ياديمشكلات ز تواننديبودن م بينييشقابل پيرغ يتآشوبناك با توجه به ماه يناميكيد يرفتارها

 هـاي ينتـورب  ياجت  يدوار مانند موتورها هاييستمبه س توانيكه در معرض ارتعاشات آشوبناك قرار دارند، م هايييستمس ينتر. از مهميندنما
 يـن كه ا شوديم يادمنتظره كم و زيرصورت غبه يارتعاش يستماشاره كرد. در حالت آشوبناك، دامنه پاسخ س يماهواپ يهتهو يستمس كنندهنكخ

 يهـا . وجـود تـنش  يـد نما يجادرا ا يافوق العاده يادوره يهاتنش توانديم ،ييدوار هوا هاييستمس يچرخش بالا بودن سرعت همورد با توجه ب
بـودن اغلـب    يرخطـي شوبناك با توجـه بـه غ  آ يمحدوده رفتارها يي. لذا شناساشوديقطعات م يمنجر به كاهش عمر در اثر خستگ يزن ايهدور
شده با توجه بـه  اصلاح ينگو داف ينگمقاله از معادله داف يندارد. در ا ييسزابه يترفتارها اهم ينخارج شدن از ا يو چگونگ يواقع هاييستمس

بر كنترل رفتار آشوبناك  يسع ،يرخطيغ يخاص رفتارها يكبا تكن يستمس يناميكيرفتار د ييمناسب، استفاده و پس از شناسا يزيكيف يتماه
. باشـد يبر خـروج از رفتـار آشـوبناك م ـ    يكفركانس تحر يشمثبت افزا تأثير يانگردست آمده ببه يجاست. نتا يدهگرد يكفركانس تحر ييربا تغ
  يكفركانس تحر ينگ،شدن، معادله داف يارفتار آشوبناك، دوشاخه هاي كليدي:واژه
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  مقدمه
 هايرفتار ديناميكي آشوبناك در بسياري از سيستم

دهد. لذا مهندسي كه داراي ديناميك غيرخطي هستند، رخ مي
هاي خاص مانند شناسايي اين نوع رفتارها با استفاده از شيوه

اي، طيف توان، مقاطع پوانكاره و ماكزيمم نمودارهاي دوشاخه
از طرفي  دار است؛اي برخوراز اهميت ويژهنماهاي لياپانوف 

اي از كنترل اين نوع رفتارهاي ديناميكي نيز بخش گسترده
تحقيقات امروزي را به خود اختصاص داده است. البته بررسي 

هاي واقعي مهندسي ديناميك غيرخطي و آشوب در سيستم
 معمولاً ،اي مواجه است. در اين راستاهمواره با مشكلات عمده

تحليل غيرخطي، آن را بر  هاي مختلفقبل از اعمال روش
شده اعمال كرده و پس از هاي ساده و شناختهسيستم
 دهند. هاي واقعي گسترش ميگيري مطلوب، به سيستمنتيجه

عنوان يك گزينه را به 1دينگ و همكارانش معادله دافينگ
كنسرواتيو غيرخطي با تحريك  يهاستميسمناسب براي 

ل آنها براي اين انتخاب، اند. دليپريوديك خارجي معرفي كرده
هاي ساختار فيزيكي مناسب معادله دافينگ براي اعمال تكنيك

هابتس و همكارانش به بررسي وجود  .]1[ باشدرياضي مي
اند. در اين مقاله معاله دافينگ پرداختهبراي هاي پريوديك حل

هاي پريوديك با شرايط مختلف جمله مربوط به وجود حل
ونگ وجود  .]2[ نك اثبات شده استسختي در معادله دافي

هاي مربوطه پريوديك را در معادله دافينگ با تئوري Tهاي حل
در رابطه با  .]3[ از جمله تئوري پوانكاره اثبات كرده است

هاي پريوديك و تكينگي و همچنين زوال اين نوع حل در حل
عنوان مثال بيان كرد. ] را به5و  4توان [معادله دافينگ مي
پريوديك با شرايط  تقريباًهاي پريوديك و همچنين وجود حل

] مطالعه شده است. 9- 6مختلف براي جملات غيرخطي در [
رفتار ديناميكي ميرايي مرتبه كسري بر  تأثيرو همكارانش  وشي

و ورود و خروج از حالت آشوبناك را در معادله دافينگ بررسي 
هاي تحليلي از روش نيزاز پژوهشگران تعدادي  .]10[ كردند
)، روش تعادل هارمونيكي Melnikov( ملنيكوف روشمانند 

)Harmonic balance براي مطالعه رفتارهاي غيرخطي  ...) و
هو و همكارانش  .]13-11[ انددر معادله دافينگ استفاده كرده

تحليل اثرات ميرايي غيرخطي در حوزه فركانس را در معادله 
بررسي كرده و اثر تغييرات ميرايي و سختي روي دافينگ 

كاهش رزونانس و جداسازي ارتعاشي را مورد بحث و بررسي 
  .]14[ اندقرار داده

در حوزه كنترل ارتعاشات آشوبناك نيز محققين زيادي به 
هاي مختلف كنترل و اعمال قوانين مختلف بررسي شيوه

فينگ در دهه هاي مختلف از جمله معادله داكنترلي بر سيستم
توان به اند. براي اطلاع بيشتر در اين مورد مياخير پرداخته

  ] رجوع كرد.18 - 15[ مراجع
شود كه معادله ملاحظه مي مرور كارهاي گذشتهبا 

دافينگ از جمله معادلات مهم و كاربردي در زمينه رياضي، 
باشد كه نظر بسياري از محققين شيمي و مهندسي مي ،فيزيك

فركانس تحريك  تأثيررا به خود جلب كرده است. در اين مقاله 
ويژه خارج شدن از ارتعاشات آشوبناك بر رفتارهاي غيرخطي به

مورد بررسي قرار گرفته است. اين مطالعه بر روي معادله 
ادامه  شده انجام گرفته است. دردافينگ و دافينگ اصلاح

شود، نخست به معرفي معادلات و پارامترهاي آن پرداخته مي
هاي عددي سپس نحوه شناسايي رفتارهاي آشوبناك با تكنيك

گردد. در پايان نحوه كنترل و خارج شدن از مربوطه بيان مي
  آشوب بررسي خواهد شد.  

  

  بندي و تعريف مسئلهفرمول
معادله دافينگ گونه كه در بخش قبلي اشاره شد، همان

هاي واقعي كاربرد داشته و رفتار در بسياري از سيستم
داد.  هاي واقعي تعميمتوان به سيستمديناميكي آن را مي

 شود: صورت كلي زير معرفي ميمعادله ياد شده به

  
  

)1 (       
    

 0Fضريب سختي،  ضريب ميرايي،  در اين معادله، 
فركانس تحريك هستند. ديناميك  ضريب نيروي تحريك و 

صورت هاي تحت ارتعاش اجباري بهبسياري از سيستمغيرخطي 
شود. البته در معادله فوق با توجه به نوع ) بيان مي1معادله (

كاربرد، اصلاحاتي انجام گرفته است كه در مراجع مختلف 
شده معادله توان اين تغييرات را پيگيري كرد. نمونه اصلاحمي

 گرددمي صورت زير معرفيدافينگ براي اهداف كنترلي به
]15:[  
  
)2(   

2
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و ضريب سختي خطي،  dضريب ميرايي،  dكه در آن،   
d  وd ترتيب ضرايب سختي غيرخطي مرتبه سه و پنج به
  فركانس تحريك هستند. dو

در ادامه رفتار ديناميكي دو سيستم فوق مورد بررسي 
1q) با تعريف 1گيرد. معادله (قرار مي x  2وq x   و

3q t شود:صورت معادلات فضاي حالت زير نوشته ميبه  
  

)3 (             
  

)4(       
  

1p) با تعريف 2معادله ( ،به همين ترتيب x  2وp x   و
3p t گردد:معادلات فضاي حالت زير بيان ميصورت به  

  

)5 (               
  

)6(       
   

  
) در فضاي حالت به معادلات ديفرانسيل 6) تا (3معادلات (

مرتبه اول غيرخطي تبديل شدند كه براي حل عددي مناسب 
فركانس تحريك نيز در معادلات  تأثيرباشند. براي بررسي مي

2)، 6) و (4( f  شود.  در نظر گرفته مي  
سازي عددي و تحليل نتايج در بخش بعدي، شبيه

  گيرد.دست آمده مورد بررسي قرار ميبه
 

  سازي عددي و تحليل نتايجشبيه
سازي عددي براي بررسي در اين بخش، نخست شبيه
آشوبناك براي معادله هاي رفتار ديناميكي سيستم و محدوده

)) انجام 2يافته (معادله(و تعميم)) 1دافينگ معمولي (معادله(
گيرد. سپس روند خروج از رفتار آشوبناك با تغيير فركانس مي

  شود.تحريك در دو حالت فوق، بررسي مي
كوتاي - ) با روش رانگ6) تا (3حل عددي معادلات (

و در نرم افزار متلب انجام گرفته و از خروجي آن براي  4مرتبه
شود. غيرخطي استفاده ميتحليل رفتارهاي ديناميكي 

هاي خاصي براي تحليل رفتارهاي غيرخطي وجود دارد. تكنيك
اي، صفحه فاز، توان به نمودارهاي دوشاخهاز مهمترين آنها مي

طيف توان، نگاشت پوانكاره و ماكزيمم نماهاي لياپانوف اشاره 
ه نتايج، توضيح كوتاهي براي هركدام از ئكرد كه به هنگام ارا

  شود.بالا داده ميهاي روش

  2اينمودارهاي دوشاخه

عنوان اولين تكنيك براي بررسي اي بهنمودارهاي دوشاخه
گيرد. در اين قسمت، رفتار غيرخطي مورد استفاده قرار مي

عنوان پارامتر كنترلي انتخاب شده و با ضريب نيروي تحريك به
تغيير آن با گام مناسب، جابجايي برحسب اين پارامتر ترسيم 

مسيرهاي  ،شده است. چنانچه حركت، منظم (پريوديك) باشد
دهند. اگر خروجي از مقطع پوانكاره فقط يك نقطه را نشان مي

يا آشوبناك) باشد، نوار باريكي از  پريوديكشبهحركت نامنظم (
. لذا براي تشخيص دقيق ]19[ نقاط را در كنار هم خواهيم ديد

در ادامه توضيح داده  هاي ديگري نياز است كهآشوب به تكنيك
  شود. مي

0دهد كه رفتار نامنظم درنشان مي 1شكل  11F  
0شروع شده و در 13.1F  3وارد رفتار منظم سوپرهارمونيك 

  شود. مي 2Tبا پريود  4يا پايين هارمونيك
  

  
1 اي معادله دافينگ بانمودار دوشاخه  -1شكل    و 

0.2  
  

  
 اي معادله دافينگ اصلاح شده بانمودار دوشاخه  - 2شكل 

0.15d ،1d   ،1d d   ،1d   

1 2q q

3
2 2 1 0 3cos( )q q q F q     

1 2p p

3
2 2 1 1

5
1 0 3cos( )

d d d

d d
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اصلاح شده را  اي معادله دافينگنمودار دوشاخه 2شكل 
عنوان دهد. در اين حالت نيز ضريب نيروي تحريك بهنشان مي

 نظر گرفته شده است. محدوده نسبتاًپارامتر كنترلي در
0نامنظم از  هاياي از رفتارگسترده 1.36F   0تا 1.78F  

رفتار ديناميكي سيستم  0Fشود. با افزايش در شكل ديده مي
گردد. دربه حالت منظم با نوسانات بسيار كوچك برمي

0 2.29F  0 اي رخ داده و دردوشاخه 2.42F   دوباره
  شود.رفتار سيستم نامنظم مي
دست آمده در نمودار رفتار به تأييددر ادامه براي 

  كنيم.هاي ديگر استفاده مياي از تكنيكدوشاخه
  

  نمودارهاي صفحه فاز
ديناميكي سيستم، بررسي  ابزار بعدي براي تحليل رفتار

جايي فاز است. در اين صفحه سرعت برحسب جابه صفحه
شود. چنانچه مسير در صفحه فاز يك مسير تكراري ترسيم مي

تكراري با اگر و  1Tبدون تقاطع باشد، حركت منظم پريوديك 
تقاطع باشد، حركت منظم سوپرهارمونيك يا زيرهارمونيك 

صورت نامنظم و بدون تكرار باشد، است. چنانچه مسير به
  يا آشوبناك است.  پريوديكبهشحركت 

0 در اي از رفتار آشوبناك رانمونه 3شكل  12.6F  
بينيم مسير حركت دهد. چنانچه ميمعادله دافينگ نشان مي

هاي باشد كه يكي از ويژگيريخته و نامشخص ميدرهم كاملاً
 آشوب است.

  

  
0نمودار صفحه فاز معادله دافينگ در  -3شكل  12.6F   

  

   
0نمودار صفحه فاز معادله دافينگ در  - 4شكل  13.1F   

  
دهد. در ) را نشان مي2Tرفتار منظم (پريوديك  4شكل 

حالت مسير حركت در صفحه فاز منظم بوده و تنها يك بار اين
  قطع منحني مسير رخ داده است. 

نامنظم معادله دافينگ نيز بيانگر رفتار  5شكل 
0شده در اصلاح 1.5F  باشد.مي  

  

  
شده بانمودار صفحه فاز معادله دافينگ اصلاح  -5شكل 

0 1.5F   
 

  نمودارهاي طيف توان
ديناميكي غيرخطي،  تكنيك ديگر براي بررسي رفتار

با اعمال تبديل باشد. نمودار طيف توان نمودار طيف توان مي
آيد. چنانچه دست ميفوريه سريع بر پاسخ ديناميكي سيستم به

هاي در فركانس 5پاسخ سيستم منظم باشد، يك سري قله
صورت در رفتار نامنظم اين نمودار به كهشود خاصي ديده مي

اي طيف گسترده 6 . شكل]20[ يك طيف گسترده خواهد بود
0 را در 12.6F دهد كه يكي ديگر از علائم نشان مي

  رفتارهاي آشوبناك است. 
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نمودارطيف توان معادله دافينگ در  - 6شكل 

0 12.6F   
  

دهنده رفتار نشان ،هاي مشخصوجود قله 7در شكل 
هايي با مضرب وجود قله در فركانس در اينجاباشد. منظم مي

نشانگر رفتار سوپرهارمونيك در ،صحيح از فركانس اصلي
0 13.1F  هايي با مضرب كسري از كه قلهدر صورتي است؛

  دهد.فركانس اصلي، رفتار ديناميكي زيرهارمونيك را نشان مي
0 طيف توان گسترده در 1.5F  معادله دافينگ

  است. دهنده رفتار آشوبناكنشان 8 شده در شكلاصلاح

  
نمودارطيف توان معادله دافينگ در  - 7شكل 

0 13.1F   

  
شده بانمودار طيف توان معادله دافينگ اصلاح  -8شكل 

0 1.5F   

  نمودارهاي نگاشت پوانكاره
هاي ديناميكي وابسته به زمان، يك نقطه روي در سيستم

مقطع پوانكاره از تقاطع مسيرهاي پاسخ زماني با صفحات 
(دوره تناوب نيروي تحريك)  Tفرضي با فواصل مساوي از 

آيد. تصوير اين مقطع روي صفحه فاز را نگاشت دست ميبه
  نامند. پوانكاره مي

نگاشت پوانكاره  هم روي نقطه جدا از kچنانچه تعداد 
) kTوجود داشته باشد، رفتار سيستم منظم (پريوديك با پريود 

است و اگر نقاط برگشتي تشكيل منحني بسته دهند، رفتار 
 6ساختار فراكتالي پريوديك و اگر نقاط، پراكنده و اصطلاحاًشبه

  داشته باشند، رفتار آشوبناك است. 
ت پراكنده با صورنقاط روي نگاشت پوانكاره به 9در شكل 

دهد كه بيانگر رفتار ساختار هندسي فراكتالي را نشان مي
0آشوبناك در 12.6F  در 10 است. دو نقطه مجزا در شكل

0 13.1F   2رفتار پريوديكT كند. را بيان مي  

  
رنگاشت پوانكاره معادله دافينگ د  - 9شكل 

0 12.6F   

  
نگاشت پوانكاره معادله دافينگ در  - 10شكل 

0 13.1F   
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شده بانگاشت مقطع پوانكاره معادله دافينگ اصلاح  -11شكل   

0 1.5F     
شده درمعادله دافينگ اصلاح 11 شكل ،چنينهم

0 1.5F گذارد.نمايش مي، رفتار ديناميك آشوبي را به  
  

  اثر كنترلي فركانس تحريك
يعني بررسي اثر (هدف اصلي اين مقاله  ،در اين بخش

بررسي  )كنندگي فركانس تحريك بر رفتارهاي آشوبناككنترل
 گردد. رفتارهاي آشوبناك با توجه به ماهيت غيرقابلمي
ويژه در تواند مشكلات زيادي را بهمي ،ي بودنبينيشپ

عنوان مثال، در ارتعاشات ندسي ايجاد نمايد. بههاي مهسيستم
آشوبناك در يك سيستم دوار مانند موتور جت يا توربين 

هاي ژيروسكوپ، متهواپيما يا سيس تهويهسيستم  7كنندهخنك
صورت غيرمنتظره كم و زياد دامنه پاسخ سيستم ارتعاشي به

گونه چرخشي اين شود، كه با توجه با بالا بودن سرعتمي
زياد گردد. فوق 8ايهاي دورهتواند منجر به تنشمي ،هاسيستم

نوبه خود موجب كم شدن عمر خستگي قطعات اين نيز به
شود. لذا شناسايي محدوده رفتارهاي آشوبناك با توجه به مي

هاي واقعي و چگونگي خارج شدن غيرخطي بودن اغلب سيستم
در كه گونه مانسزايي دارد. البته هاز اين رفتارها اهميت به

انند روش كنترل هاي مختلف كنترلي ممقدمه گفته شد، روش
هاي در حوزه سيستم ...دهاي لغزشي و مقاوم، تطبيقي، م

كنترل وجود دارد. ولي در اينجا هدف اعمال روش كنترلي 
خاصي نيست، بلكه استفاده از پارامترهاي خود سيستم مورد 

فركانس نيروي تحريك  نظر است. يكي از اين پارامترهاي مهم
باشد. براي بررسي اين مورد، معادله دافينگ و دافينگ مي

  شده در حالت آشوبناك در گرفته شده است. اصلاح
  

  
 اي معادله دافينگ بانمودار دوشاخه  -12شكل 

0 12.6F  و 
0.2  

  
اي را درنمودار دوشاخه 12شكل 

0 12.6F  نشان
داده شد، در اين ضريب  نشان گونه كه قبلاًدهد. همانمي

نيروي تحريك، رفتار ديناميكي سيستم آشوبناك است. با تغيير 
1.18F فركانس تحريك در  سيستم از حالت آشوبناك خارج 

رفتار نيز با  شود. اين نوعپريوديك مي شده و وارد رفتار كاملاً
بيني بودن، از جمله رفتارهاي پيشتوجه به ماهيت قابل

 باشد.ديناميكي مطلوب مي

اي از شده در نمودار دوشاخه رفتار ايجاد تأييدبراي 
يك ابزار قوي در شناسايي  عنوانبه 9ماكزيمم نماهاي لياپانوف

كنيم. ماكزيمم نماهاي لياپانوف رفتارهاي آشوبناك استفاده مي
بيانگر آهنگ متوسط همگرايي يا واگرايي بر اثر اعمال شرايط 

باشد، كه با رابطه اوليه مختلف از مسير حركت سيستم مي

)
)0(

)(
ln(

1
lim

y

ty

tt
i 
 شود كه در آننشان داده ميi 

نماهاي لياپانوف است. چنانچه ماكزيمم نماهاي لياپانوف منفي 
يا صفر باشند، رفتار منظم و مثبت بودن اين نماها بيانگر رفتار 

كار رفته براي تعيين . الگوريتم به]21و19[ آشوبناك است
  باشد.مي ]22[نماهاي لياپانوف بر پايه مرجع 

از فركانس ماكزيمم نماهاي لياپانوف قبل 13در شكل 
ترتيب بيانگر رفتار مثبت و بعد از آن منفي است كه به 1.18

  آشوبناك و پريوديك است.
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 نمودار ماكزيمم نماهاي لياپانوف معادله دافينگ با  - 13شكل 

0 12.6F 0.2و   
  

  
 شده بااي معادله دافينگ اصلاحنمودار دوشاخه  -14شكل 
0.15d ،1d    ،1d d   ،0 1.5F   

 

  
 نمودار ماكزيمم نماهاي لياپانوف معادله دافينگ - 15شكل 
0.15d شده بااصلاح  ،1d   ،1d d   ،

0 1.5F   

اثر افزايش فركانس تحريك بر خارج  14چنين در شكل هم
0كردن رفتار سيستم از حالت آشوبناك ( 1.5F  و رسيدن (

شده نيز نشان به رفتار پريوديك براي معادله دافينگ اصلاح
هم روند تغيير ماكزيمم نماهاي  15داده شده است. شكل 

  دهد. لياپانوف با تغيير فركانس نيروي تحريك را نشان مي
  

  گيري بندي و نتيجهجمع
در اين مقاله تغيير فركانس نيروي تحريك بر رفتار 
ديناميكي آشوبناك مورد بررسي قرار گرفت. از معادله دافينگ 

با توجه به ساختار فيزيكي مناسب  ،شدهدافينگ اصلاحو معادله 
عنوان يك سيستم فيزيكي استفاده شد. به ،اين معادلات

معادلات ديفرانسيل حركت به فضاي حالت تبديل و با روش 
هاي عددي صورت عددي حل شدند. خروجي حلكوتا به-رانگ

هاي غيرخطي يعني هاي تحليل سيستمبا استفاده از تكنيك
اي، صفحه فاز، طيف توان، نگاشت پوانكاره و ارهاي دوشاخهنمود

ماكزيمم نماهاي لياپانوف مورد بررسي قرار گرفتند. نتايج مهم 
  اند از:اين تحليل عبارت

محدوده رفتار آشوبناك برحسب تغيير  ،در معادله دافينگ - 1
با استفاده از  ،ضريب نيروي تحريك با فركانس تحريك ثابت

دست آمده اي شناسايي شد. رفتار ديناميكي بهنمودار دوشاخه
در اين نمودار كه فقط يك برآورد ظاهري است، با استفاده از 

  قرار گرفت. تأييدهاي ديگر مورد تكنيك
يعنيآشوبناك ( رفتار ديناميكي سيستم در حالت كاملاً - 2

0 12.6F  با پارامتر كنترلي فركانس نيروي تحريك (
انتخاب گرديد. نتايج نشان داد كه با افزايش فركانس نيروي 

پريوديك رفتار رفتار ديناميكي آشوبناك به سمت  ،تحريك
  باشد.رود كه بيانگر بهبود رفتار سيستم ميمي
گفته، اين روند با معادله بيشتر نتايج پيش تأييدبراي  - 3

اثر  شده نيز بررسي گرديد كه در اين حالت نيزدافينگ اصلاح
افزايش فركانس نيروي تحريك بر خارج شدن از رفتار 

  ديده شد. ،آشوبناك
هاي دوار هوايي با بسياري از سيستم بهتوان اين مورد را مي - 4

حدود  هاي چرخشي (مثلاًتوجه به بالا بودن سرعت
15000rpm  40000در موتورهاي جت و حدودrpm  در

در  20000rpmكننده و حدود هاي سيستم خنكتوربين
داد. لازم به توضيح است كه در  هاي ژيروسكوپ) تعميمسيستم
عنوان مثال، نيروي ناشي از عدم هاي ذكرشده، بهسيستم
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عنوان منبع نيروي تحريك درنظر گرفته تواند بهبالانس مي
هاي فوق شود. از طرفي با توجه به سرعت چرخشي بالا، سيستم

نتايج توجه به تحت تحريك با فركانس بالا خواهند بود كه با 
ها گونه سيستماحتمال رفتارهاي آشوبناك در اين ،آمدهدستبه

  د.يابكاهش مي
  

  پي نوشت
  

1 - Duffing equation 
2 - Bifurcation diagrams 
3 - Super-harmonic 
4 - Sub-harmonic 
5 - Peak 
6 - Fractal structure 
7 - Cooling turbine 
8 -  Cyclic stresses 
9 -  Lyapunov exponents 
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