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 چکیده
اه پانل ی هدفمند به همری مطالعه شده است. پانل ذوزنقههای ساندویچی ذوزنقهو فلاتر مافوق صوت پانل ارتعاشاتی هالیتحلدر این مقاله، 

فیلرهای صفحات گرافن در ماتریس به دو صورت  نانوشود که با نانو صفحات گرافن در نظر گرفته شده است. فرض می شدهتیتقوساندویچی 

در نانو صفحات گرافن  FG-Aو  UD،FG-X  ،FG-V ،FG-Oدر راستای ضخامت توزیع شده است. الگوهای توزیع   کنواختیریغیکنواخت و 

با نانوصفحات گرافن با استفاده از اصل  شدهتیتقوی ساندویچی هاپانلهای مرتبه بالا کانت، معادلات دینامیکی از تئوری ساسا برهستند. 

. سپس، با استفاده از شودیممافوق صوت پیستون حدس زده  داریپاشبه. فشار دینامیکی مطابق با تئوری اندآمده دست بههمیلتون  افتهیتوسعه

مربعات  شوند. در نهایت، روشتصات، معادلات حاکم و شرایط مرزی از مختصات اصلی به مختصات جدید محاسباتی تبدیل مییک تبدیل مخ

شود. تأثیر توزیع مختلف تخلخل، ی طبیعی، شکل مودها و فشار آیرودینامیکی بحرانی استفاده میهافرکانسدیفرانسیلی برای به دست آوردن 

ی هافرکانسبر روی  صفحات گرافنی، مقدار کسر وزنی، هندسه نانوفیلرهای نانوصفحات گرافن و ابعاد هندسی  ضرایب تخلخل، توزیع نانو

  .شودیمطبیعی و رفتار ناپایداری سیستم مطالعه 

 ارتعاشات، پانل ساندویچی، مواد پیشرفته، جریان سیال مافوق صوت های کلیدی:واژه

 
 

Vibration analyses of trapezoidal sandwich panel under supersonic 

flow 
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Abstract  
In this article, vibration and supersonic flutter analyses are studied for trapezoidal sandwich panels. 

Functionally graded trapezoidal panel as well as reinforced sandwich panel by graphene nano platelets are 

considered. It is assumed that the graphene platelet (GPL) nanofillers are distributed in the matrix either 

uniformly or non-uniformly in the direction of thickness. UD, FG-X, FG-V, FG-O and FG-A are the 

distribution patterns of GPLs. Based on the Kant higher-order theories, the dynamic equations of 

sandwich panels reinforced with graphene nanoplates  are obtained using extended Hamilton’s principle. 

Dynamic pressure is estimated according to the quasi-stable theory of supersonic piston. Then, using a 

transformation of coordinates, the governing equations and boundary conditions are converted from the 

original coordinates into new computational ones. Finally, the differential squares method (DQM) to 

obtain the natural frequencies, the shape of the modes, and the critical aerodynamic pressure is used. The 

effect of different porosity distribution, porosity coefficients, distribution of graphene nanoplates, weight 

fraction, geometry of graphene nanofillers and geometric dimensions on natural frequencies and system 

instability behavior are studied. 
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 مقدمه

 به شکل یچهارضلع و مورب مثلثی، ای،ذوزنقه هایورق

 هایسیستم در ساختاری اجزای عنوانبه  ایگسترده طور

مورد استفاده  یهانمونهشوند. از می گرفتهبه کار  مهندسی

 هواپیما هایدم و هابال در ویژهتوان به می ایذوزنقه هایورق

 پیشینه روی بر اجمالی ریمرو به منظور همین به .اشاره نمود

 سیبرر به [1]ازهری  و جعفری .شودمی پرداخته هاورق این

 ضخیمنسبتاً  زمان به وابسته ویسکوالاستیک هایورق پایداری

 شکل ایذوزنقه ورق جمله از مختلفی هایشکل دارای که را

 بدون روش و کارسن -لاپلاس انتقال از استفاده با را هستند

 [8]همکاران  و جابرزاده. پرداختند ساده کلود پی اچ مش

 از استفاده با را مورب و ایذوزنقه هایورق حرارتی کمانش

 همکاران و زاده نجار کردند. بررسی گالرکین آزاد المان روش

 هایورق کمانش تحلیل به مرزی المان روش از استفاده با [3]

 انواع تحت ای،ذوزنقه ورق جمله از مختلف هایشکل با نازک

 با هاآن. پرداختند کنواختیریغ تنش میدان و بارگذاری

 هارمونیک،بای معادله استاتیکی ایپایه هایحل از استفاده

 تبدیل معادل الیانتگر معادله به را حاکم دیفرانسیلی معادله

 گروه یک ارتعاشی و خمشی رفتار [4] و همکاران ژائو. کردند

 نانو با شدهتیتقو هدفمند ایذوزنقه هایورق از جدید

 مورد محدود، اجزا روش بردنبه کار  با را گرافنی هایورق

 تغییر تئوری پایه بر [3] افشاری و ترابی دادند. قرار مطالعه

 فشار تخمین برای پیستون تئوری و اول مرتبه برشی شکل

 فراصوت مرزی شرایط و حرکت بر حاکم معادلات دینامیکی،

 هایضخامت با ایذوزنقه ضخیم ورق فلاتر تحلیل برای را

 مربعات روش از استفاده با سپس. آوردندبه دست  مختلف

 میرایی نسبت و مودها شکل طبیعی، هایفرکانس دیفرانسیلی،

 و بحرانی آیرودینامیکی فشار تعیین به و آورندبه دست  را

 شکل تغییر تئوری مبنای بر. پرداختند فلاتر بحرانی فرکانس

 ،افتهیمیتعم دیفرانسیلی مربعات روش و اول مرتبه برشی

 آزاد ارتعاشات بررسی و مطالعه به [6] همکاران و زمانی

 از ترکیبی با ضخیمنسبتاً  ایذوزنقه متقارن لمینیت هایورق

 تحلیل [7] شفقت و شکرالهی. پرداختند مختلف مرزی شرایط

 نسبت با هیبریدی فلزی کامپوزیتی ایذوزنقه هایبال فلاتر

 مسئله پایداری .دادند انجام صوت مافوق جریان در را کم ابعاد

 با و صلب کامپوزیتی هسته یک با ساندویچی ایذوزنقه ورق

 مورد [2] مانیا توسط کیرشهف، هایفرضیه گرفتن نظر در

 گالرکین روش از پژوهش این در هاآن. است گرفته قرار بررسی

 سیستم تبدیلات از شده روش ارائه با همراه شده متعامد

 حل از آمدهبه دست  نتایج و استفاده حل عنوانبه مختصات

 . کردند مقایسه محدود اجزا مدل محاسبات با را تحلیلی

 تئوری رد موجود هایمحدودیت کردن طرف بر منظوربه

 برشی شکل تغییر هایتئوری اول، مرتبه برشی شکل تغییر

 تیلور بسط در بالاتر مرتبه هایعبارت شامل که  بالاتر مراتب

 از. یافتند توسعه است، ضخامت مختصات در هاجاییجابه از

 لایه هایحالت اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوری که آنجایی

 ضرایب وجود کند،می همحاسب را عرضی برشی تنش از ثابت

 کرنش/ تنش یرواقعیغ تغییرات اصلاح برای برشی تصحیح

 نهایت در که کندمی پیدا ضرورت ضخامت، امتداد در برشی

 هایتئوری در. شودمی برشی کرنشی انرژی تعریفمنجر به 

 تابع یک ضخامت مختصات در اضافی توان با بالاتر مرتبه

 [9] همکاران و لدبرندهی. شودمی معرفی تئوری در مجهول

 به بخشیدن بهبود برای را روش این که بودند کسانی اولین

 و کانت. کردند معرفی پوسته و ورق هایتئوری استخراج

 محدود اجزای بندیفرمول یک بار اولین برای [11] همکاران

 قانون تئوری این. کردندارائه  را بالاتر بهمرت خمشی تئوری از

 نرمال کرنش اثر شامل که گیردمی نظر در را یبعدسه هوک

 و پاندیا. باشدمی عرضی برشی شکل تغییر بر علاوه عرضی

و مانجوناتا و  [71, 61] 1نت و مانجوناتاکا ،[31-11] کانت

 و بندیفرمول و دادند گسترش را تئوری این [21] 8کانت

 ساندویچی هایورق تنش تحلیل محدود برای اجزای هایحل

 بعدها،. کردند ارائه نامتقارن و متقارن لمینیت کامپوزیتی و

 با محدود اجزا ساده بندیفرمول یک و هاحل[ 19] کانت

 بالاتر مرتبه جاییجابه هایمدل از مجموعه یک از استفاده

 هایقور به مربوط هایمسئله آزاد ارتعاش تحلیل برای

 هایحل. کردند ارائه معمولی، لمینیت کامپوزیتی و ساندویچی

 و ساندویچی تیرهای آزاد ارتعاش تحلیل برای تئوری این

، کانت و [81] گوپتا و کانت توسط لمینیت کامپوزیتی

 استفاده با. شدند معرفی [88] 3و مارور و کانت [81]همکاران 

 هایورق آزاد ارتعاش لیلتح ،[83] ردی بالاتر مرتبه تئوری از

 [84] فان و ردی توسط ایزوتروپیک و ارتوتروپیک لمینیت

 هایکانسفر ها،آن توسط شده انجام کار در. پذیرفت انجام

 مرزی شرایط با ایزوتروپیک مستطیلی هایورق برای ارتعاشی

 کامل لیست یک [83] بورتن و نور. اندآمدهبه دست  مختلف
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 هایتئوری و اول مرتبه برشی شکل تغییر هایتئوری مراجع از

 ارتعاش استاتیک، تحلیل برای بالاتر مرتبه برشی شکل تغییر

 راًی. اخکردند ارائه لمینیت، هایکامپوزیت کمانش و آزاد

 مرتبه برشی شکل تغییر تئوری روی بر فراوانی هایپژوهش

 به توانمی میان این از که است تهگرف انجام شدههیتصف بالاتر

 بر [86] کانت و پونرا. کرد اشاره آیند،می ادامه در که مراجعی

 هایپوسته مطالعه به مختلف بالا مرتبه هایتئوری اساس

 توسط گرفته صورت پژوهش. پرداختند هدفمند باز یاستوانه

 تغییر تئوری شامل که رویکردی اساس بر را جابجاییها آن

 شکل تغییر تئوری با همراه بالاتر مرتبه نرمال و برشی شکل

 بالاتر مرتبه برشی شکل تغییر تئوری و اول مرتبه برشی

 تحلیل [87]ها آن دیگر یمطالعه در. ردیگیم نظر در شودمی

 ساندویچی باز ایاستوانه هایپوسته از الاستواستاتیکی

 مرتبه نرمال و برشی شکل تغییر تئوری از استفاده با هدفمند

 پژوهش کردن نانیاطمقابل منظوربه هاآن. دادند انجام بالاتر

 از پوسته ضخامت هاینسبت از وسیعی طیف روی بر خود،

گسترده،  ضخامت معیار یک 
2

/ 1h R  ، استفاده 

 . کردند

پنل  فلاتر تحلـیلدر تحقیقی   [82]پورموید و همکاران 

با استفاده  کنندهبیتحت اثـر نیروی تعق ایساندویچی استوانه

نشان ها را بررسی کردند. آن یافتهضلی تعمیماز روش تربیع تفا

که پدیده فلاتر در شرایط مرزی یکسرگیردار و یکسر  دادند

و در شرایط مرزی دیگر تنها پدیده دیورژانس  دهدیآزاد رخ م

ها همچنین در این مطالعه آندهد. یا کمانش استاتیکی رخ می

 شودث میهای کامپوزیت باعکه افزایش تعداد لایه دادندنشان 

-ای با هسته انعطافپدیده فلاتر در پانل ساندویچی استوانه تا

 وقوع بپیوند پذیر، دیرتر به

 سـاندویچی  و هدفمند مواد جنس دو برای ذورنقه هاپانل

 این. است شده گرفته نظر در گرافننانو صفحات  با شدهتیتقو

 صوت مافوق جریان ریتأث تحت شکل یذوزنقه ساندویچی پانل

 اصـل  از حـاکم،  معـادلات  اسـتخراج  بـرای . دارنـد  قـرار  لسیا

 همـراه  بـه  کانت بالا مرتبه هایتئوری از استفاده با و همیلتون

 عـددی  روش بـا  سـپس . اسـت  شـده  اسـتفاده  پیستون تئوری

GDQ، معـادلات  بـه  جزئـی  مشـتقات  بـا  دیفرانسیل معادلات 

 لیفرانس ـید معـادلات  حل با. شدند تبدیل معمولی لیفرانسید

. شـدند  ارائه نمودارهایی قالب در سیستم ویژه مقادیر عمولی،م

 افـق،  به نسبت پانل زاویه افزایش با شد ملاحظه که طورهمان

 به. شودمی ینیبشیپ بیشتری آیرودینامیک بحرانی فلاتر فشار

 پایـداری  افـق  بـه  نسـبت  پانل هیزاو در افزایش این دیگر، بیان

 مـدت  از پـس  ایوزنقـه ذ پانـل  و دهـد مـی  افزایش را سیستم

. کنـد مـی  ملاقـات  را خـود  فلاتـر  ناپایـداری  مـرز  تـری طولانی

 افـزایش  لی ـبه دل آیرودینامیکی بحرانی فشار کاهش همچنین،

. اسـت  بـوده توجـه  قابـل  نکـات  از دیگـر  یکی پانل ابعاد نسبت

 کمتـر  قاعده به ارتفاع نسبت با ایذوزنقه پانل انتخاب بنابراین،

 بـالا  در بهینـه  هـای راه از یکـی  افـق  به سبتنتر بزرگ زاویه و

 شد، مشاهده همچنین. است هاییسیستم چنین پایداری بردن

 هندسـه  با پانل آیرودینامیک فلاتر فشار و طبیعی هایفرکانس

 افـزایش  ،(هدفمنـد  مـاده  تـوان  n (پـارامتر  افـزایش  با ذوزنقه

 اینقـه ذوز پانل که کرد مشاهده توانمی این، بر علاوه. یابدمی

 ،FG-X توزیـع  نـوع  از گرافنـی  صـفحات  نـانو  بـا  شـده تیتقو

ــترین ــانس بیش ــایفرک ــی ه ــار و طبیع ــر فش ــی فلات  بحران

 نـوع  از سیسـتم  ایـن  کهحالی در باشد،می دارا را آیروالاستیک

 فشـار  و طبیعـی  هـای فرکـانس  میزان کمترین ،FG-O توزیع

 خود به زیعتو الگوی چهار بین در را آیروالاستیک بحرانی فلاتر

 نــانو وزنــی درصــد افــزایش همچنــین،. اســت داده اختصــاص

 پانـل  بیشتر استحکام و سفتی افزایش به منجر گرافن صفحات

 ناحیه و آیرودینامیک بحرانی فلاتر فشار آن پی در که شودیم

 سـبب  دمـا  افـزایش  بر ایـن،  علاوه. یابدمی افزایش پانل پایدار

 طبیعی هایفرکانس کاهش آن پی در و سیستم سفتی کاهش

شود. بنـابراین از جملـه   می سیستم آیرودینامیک فلاتر فشار و

به تحلیـل ناپایـداری دینـامیکی     توانیمی این مقاله هاینوآور

ی اشاره کـرد. همچنـین، در نظـر گـرفتن     اذوزنقهیا فلاتر ورق 

بـا   شـده تی ـتقوو پلیمـر   FGMمواد پیشـرفته از قبیـل    ریتأث

روی نواحی فلاتـر و فرکـانس طبیعـی از     نانوصفحات گرافن بر

ی مقاله لحاظ شـده اسـت. عـلاوه بـر ایـن، تـاکنون       هاینوآور

ی با تئوری مرتبه بالا کانـت  ذوزنقهی هاورقی بر روی امطالعه

 انجام نشده است.

 

 روابط ساختاری و معادلات حاکم بر حرکت

ی به بعدسهبه منظور تقریب زدن مسئله الاستیسیته 

,u(xهای جابجاییپانل دوبعدی، مؤلفهیک مسئله  y,z, t)، 

v(x,y,z, t) وw(x,y,z, t) ای از فضای پانل در هر نقطه

مختصات ضخامت بسط داده شده  به لحاظدر سری تیلور 

ضی دهد که تنش برشی عراست. حل الاستیک نشان می
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کند. این صورت سهموی در راستای ضخامت پانل تغییر میبه

 کهیطوربهحل به استفاده از یک میدان جابجایی 

عنوان توابع مکعبی از ای بههای درون صفحهجابجایی

نیازمند است. علاوه بر مختصات ضخامت بسط داده شوند، 

صورت غیرخطی در این، کرنش نرمال عرضی ممکن است به 

ضخامت پانل تغییر کند. میدان جابجایی که معیار راستای 

در نظر  1صورت رابطه تواند بهکند، میذکر شده را ارضا می

 .[16]گرفته شود
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های بیانگر جابجایی 0vو  0u، پارامترهای 1رابطه در 

 جابجایی عرضی یک نقطه مانند  0wای و پارامتر درون صفحه

 ,x y دهد. همچنین، توابع ر وسط صفحه را نمایش مید

x  وy ،های نرمال نسبت چرخش دهندهنشان، بیترت به

*باشند. می xوyبه وسط صفحه حول محورهای

0u ،*

0v ،
*

0w ،*

x ،*

y ،*

z  وz های مرتبه در این روابط، عبارت

دهنده مودهای بالاتر در بسط سری تیلور هستند که نشان

 تغییر شکل سطح مقطع عرضی مرتبه بالاترند. 
 

 روابط ساختاری حاکم بر مسئله

هر لایه نازک در پانل ساخته شده از مواد پیشرفته چند 

ی قرار دارد که بعدسهشود که در حالت تنش لایه فرض می

  2رابطه صورت به Lرابطه ساختاری برای یک لایه معمولی 

 تواند نوشته شود.می
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ها و بیانگر تنش xzو  x ،y ،z ،xy ،yzکه 

x ،y ،z ،xy ،yz وxz های کرنش خطی در مؤلفه

 ijQباشد. همچنین، دستگاه مختصات مربوط به یک لایه می

های ماتریس سختی ثوابت الاستیک تبدیل شده یا المان

های هستند. مؤلفه zوx،yنسبت به محورهای پانل 

 شوند.صورت زیر تعریف میبه ijQماتریس 
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 نوشت: توانیم 3رابطه که در 

 

(4) 
12 21 23 32 13 31 12 23 31Δ 1 2             

حجمی نانو صفحات گرافن که با سه توزیع مختلف  کسر

تا    الف -۵روابط صورت شود، بهمشاهده می 1که در شکل 

 :[89]در نظر گرفته شده است  ت -۵
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 [31]گرافن توزیع مختلف نانو صفحات  - 1شکل 
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  /۵ 

 6رابطه صورت علاوه بر این، کسر وزنی نانو صفحات گرافن به 

 باشد:می

 

(6) *
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GPL GPL m GPL

w
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که 
GPL  و

R ti    چگالی نانو بیترت به ،

 دهند. صفحه گرافن و ماتریس را نشان می

تسای، مدول  -مدل میکرومکانیکی هالپین با استفاده از

یانگ سازه ساخته شده از مواد پیشرفته شامل مواد متخلخل 

تعریف  7رابطه صورت با نانو صفحات گرافن به شدهتیتقو

 :[89]شود می
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 شوند:زیر تعریف می شکل به، ضرایب 7در معادله 
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، میانگین طول، عرض و ضخامت 8و  7های در معادله

GPLa ،Gبا  بیترت بهنانو صفحه گرافن  P Lb  وG P Lt  نشان

داده شده است. علاوه بر این، بر اساس قانون مخلوط، 

 -۹و  الف -۹صورت روابط به vو ضریب پواسون  چگالی

 شوند:تعریف می ب

 

) الف(-9) ) ( ) ( )(1 )k k k

GPL GPL GPL mV V     

 

) ب(-9) ) ( ) ( )(1 )k k k

GPL GPL GPL mV V     

، ضرایب پواسون وابسته به بیترت به mو  GPLکه 

 mباشند. علاوه بر این، نانو صفحات گرافن و ماتریس می

 11معادله در قانون مخلوط نسبت حجمی ماتریس است که 

 کند:صدق می

 

(11) 1m GPLV V  

 

 بارگذاری آیرودینامیکی

های پانل ساندویچی متخلخل احاطه شده توسط لایه

پیزوالکتریک تحت یک جریان سیال مافوق صوت قرار دارد. با 

استفاده از تئوری مرتبه اول پیستون، اختلاف فشار 

  11معادله صورت  های مافوق صوت بهسرعت آیرودینامیکی در

 :شودبیان می
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، سرعت، عدد بیترت به  و U ،M، 11رابطه در 

 دهند.ی جریان هوا را نشان میماخ و چگال

 

 استخراج معادلات حاکم با استفاده از اصل همیلتون

 ایمعادلات حاکم بر حرکت برای پانل ذوزنقه

با توجه به روابط بیان شده در معادلات قبل که از طریق 

ای شکل به یک پانل مربعی با یک نگاشت یک پانل ذوزنقه

مرزی و معادلات  شد، اکنون شرایطاضلاع واحد تبدیل می

. اعمال نمودتوان حاکم بر حرکت مسئله مورد مطالعه را می

 مشاهده قابل 8همچنین، شماتیک مسئله مورد نظر در شکل 

 است.

 

 
 ای تحت نیروی آیروالاستیکشماتیک پانل ذوزنقه - 2شکل 

 

دینامیکی حاکم بر حرکت معادلات لازم به ذکر است که 

توان توسط سیستم مورد نظر را میو شرایط مرزی متناظر با 

 12صورت معادله همیلتون که به  افتهیتوسعهاصل 

 .[31]شود، استخراج کردبندی میفرمول
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(18) 2
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[ ( )] 0

t

t

K U V dt   
 

 Vهـا،  انرژی کرنش کلی ناشی از تغییر شکل U، 18رابطه در 

انـرژی جنبشـی    Kنمایانگر پتانسیل ناشی از بارهای خارجی و 

توان بیان کرد که انرژی پتانسـیل  . میدهدسیستم را نشان می

هـا و  سیستم شامل انرژی کرنش کلی ناشی از تغییر شکلکلی 

تـوان بـا   شود. اکنـون مـی  پتانسیل ناشی از بارهای خارجی می

توجه به نگاشت، معادلات حاکم بر حرکت را بـرای یـک پانـل    

 صورت زیر بازنویسی کرد.ای شکل، بهذوزنقه
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 روش حل

 دیفرانسیلیروش مربعات 

فرض کنید مقدار تابع دو متغیره  ,f    در

N M در نظر  16ی مشخص به شکل ماتریسی رابطه قطهن

 :شودیمگرفته 
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در روش تفاضلات مربعی مقادیر مشتقات تابع در این 

نقاط به شکل ترکیبی خطی از مقادیر تابع در این نقاط قابل 

 تقریب هستند:
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 ، 
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 ، 
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B

  به ترتیب

های وزنی مرتبط با مشتقات مرتبه اول و دوم در ماتریس

ها از باشند. برای مشتق اول این ماتریسمی و  راستاهای 

 شوند. محاسبه می 18روابط 
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 توان استفاده نمود.می 1۹و برای مشتق دوم از روابط 

  

(19)            
;  B A A B A A

     
  

را تعمیم داد  1۹توان رابطه مشتقات بالاتر نیز میبرای 

به ترتیب برای  Dو  Cاز نمادهای  معمولاًکه در این حالت نیز 

 گردد. مشتقات مرتبه سوم و چهارم استفاده می

بیان  21توان به شکل ماتریسی رابطه را می 17 معادله

 نمود:
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بیانگر عملگر ترانهاده  Tبالانویس  21 در رابطهکه 

است. برای یک ماتریس  
N M

f


بردار ستونی معادل  

 
1NM

f


 گردد. تعریف می 21رابطه  به صورت 

 

(81)   ,  1v ijf f v j N i    

 گریدعبارتبه f های حاصل زیر هم قرار دادن ستون

 f  است. با استفاده از این ترفند ضرب سه ماتریس

   a f b تواند با عبارت می     
T

b a f 

بیانگر ضرب  این رابطه عملگر  جایگزین گردد. که در

به صورت زیر بازنویسی  21کرونیکر است. بنابراین رابطه 

 گردد:می
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 دهندهنشانبه ترتیب  Iو  ξIدر این رابطه 

 . هستند Mو  Nهای همانی از مرتبه ماتریس
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معادله بنابراین دستگاه معادلات دیفرانسیل به فرم ماتریسی 

 شود:حاصل می 23

 

(83)          {0}M C u K uu    

 23 رابطهکه در  M ، C  و K  به ترتیب

زیر در های جرم، میرایی و سفتی هستند که به صورت ماتریس

 :اندشدهنظر گرفته 
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 تحلیل پایداری پانل ساندویچی

فرم فضای حالت  به 23ی برای تحلیل پایداری، معادله

 گردد:مرتبه اول تعریف می

(83)      Z D Z  

 حالت که بردار

(86) 
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و ماتریس حالت  D  است: 27شکل رابطه به 

(87)  
   

       
1 1

0 I
D

M K M C
 

 
  

   

 

 به 2۵ی با فرض اینکه جواب معادله

فرم    tZ Z e به شکل ی ی مقدار ویژهباشد، به مسئله

 خواهیم رسید: 28رابطه 

 

(82)      Ω 0i D I Z 

مقدار ویژه،  Ωکه در آن  Z ی متناظر با بردار ویژه

] آن و  ]I ی قادیر ویژهماتریس همانی است. در حالت کلی م

] ماتریس ]D صورتبه یک کمیت مختلط R Ii    

بخش موهومی  Iبخش حقیقی و  Rباشند، که می

جواب غیر بدیهی  که معادلهبرای این مقادیر ویژه هستند.

 ماتریس ضرایب باید صفر شود. داشته باشد، دترمینان

(89) ([ ] Ω[ ]) 0det D i I  

 

بنابراین رفتار پایداری سیستم با توجه به علامت و 

شود. به طور مثال سیستم پایدار مقدار، مقادیر ویژه تعیین می

] تریس ی مااست، اگر و تنها اگر تمام مقادیر ویژه ]D  دارای

بخش حقیقی مثبت باشند، و ناپایدار است اگر حداقل یک 

ی بخش حقیقی منفی داشته باشد. در واقع، مقدار ویژه

شوند که قسمت حقیقی و موهومی مقادیر ویژه صفر میوقتی

ر دهد و اگسیستم پایداریش را از طریق دیورژانس از دست می

ها قسمت حقیقی مقادیر ویژه صفر و قسمت موهومی آن

در  مخالف صفر باشد آنگاه سیستم پایداریش را از طریق فلاتر

 دهد.می از دست cr فشار بحرانی 

 

 هانتایج، تفسیر و بررسی آن
 صحت سنجی

زی سامنظور اطمینان یافتن از دقت و درستی شبیهبه 

های طبیعی در شش مود نخست از پانل اجزا محدود، فرکانس

نظر گرفته شد.  نسبت به افق در هندسیای با ابعاد ذوزنقه

0.088a m، 0.00098خامت ضh m زوایای  و

30  .حاصل از بررسی اجزا محدود با  سپس، نتایج

توسط  GDQ آمده از روش به دستافزار انسیس با نتایج نرم

و همچنین، نتایج آزمایشگاهی توسط  [38]افشاری و ترابی 

طور اند. همانمقایسه شده 1در جدول  [33] 4رومرو و همکاران

آمده از روش اجزا محدود  به دستنتایج  که مشخص است

دارای دقت کافی و همخوانی مناسب با سایر نتایج ارائه شده 

 .باشندمی

نیز  3، در شکل 1علاوه بر نتایج ارائه شده در جدول 

صورت گرافیکی نمایش ای بهشش مود نخست پانل ذوزنقه

[ که 38آمده از افشاری و ترابی ] به دستو با نتایج داده شده 

 GDQافزار انسیس( و حل عددی به دو روش اجزا محدود )نرم

گونه اند. هماناند، مقایسه شدهاین شکل مودها را رسم کرده

شود، تحلیل ارائه شده از دقت قابل قبولی که مشاهده می

 .باشدبرخوردار می
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 و روش تجربی GDQافزار انسیس(، روش عددی های اجزا محدود )نرمطبیعی اول با روشمقایسه شش فرکانس  - 1 جدول

Natural frequencies (Hz) 

Mode numbers  

6 ۵ 4 3 2 1  

6/8843 6/1738 9/1491 12/671 89/328 18/147 

 مطالعه حاضر 

( انسیس افزارنرم ) 

34/8891 46/1733 24/1498 43/676 39/379 11/133 
[  83و ترابی] افشاری  

(GDQ) 

8381 1971 1371 717 394 133 

[33]رومرو و همکاران  

  )تجربی(

 

   
 )ج( )ب( )الف(

 مود اول

 

   
 )ج( )ب( )الف(

 مود دوم
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 )ج( )ب( )الف(
 مود سوم

 

 
 

 
 )ج( )ب( )الف(

 مود چهارم
                                                                           

 
  

 )ج( )ب( )الف(

 مود پنجم
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 )ج( )ب( الف()

 مود ششم
افزار الف( نرم GDQافزار انسیس و روش عددی ای با استفاده از روش اجزا محدود در نرممقایسه شش شکل مود اول پانل ذوزنقه - 3شکل 

 GDQ[ ج( روش 27افزار انسیس در مقاله افشاری و ترابی ]انسیس برای کار حاضر ب( نرم
    

 ه ساخته شده از مواد هدفمندفرکانسی پانل ذوزنق تحلیل

، بر طبق  Pوابستگی به دما هر خاصیت دلخواه از ماده،

 .[34]باشد زیر می شکل بهآمده،  دست بهقانون تجربی 

 

(31) 2 31
0 1 2 3( ) (1 )

1

P
P z P PT PT PT

T

    


 

ضرایب دمای  3P و  0P ،1P ،1P ،2P، 31که در رابطه 

خواص عددی مواد در نظر  تند.محیط )بر اساس کلوین( هس

 باشند.می ذیل به شرحگرفته شده در این پژوهش 
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منظور بررسی پایداری سیستم متشکل از پانل به

تغییرات  4ای شکل ساخته شده از مواد هدفمند، شکل ذوزنقه

فشار فلاتر بحرانی آیرودینامیکی را بر حسب تابعی از نسبت 

ای، برای سه زاویه اد پانل، ارتفاع به قاعده پانل ذوزنقهابع

5مختلف پانل نسبت به افق، ,15 ,25  ، دهد. در نشان میرا

این شکل مقادیر پارامترهای مختلف برابر 

1, 300Ka b T    10و   .فرض شده است

مشخص است، افزایش زاویه پانل  4طور که از شکل همان

بینی فشار فلاتر بحرانی آیرودینامیک نسبت به افق سبب پیش

 تر شده و شود که به دنبال آن سیستم سفتبیشتری می

 

 

نمودار فشار فلاتر بحرانی آیرودینامیک پانل  - 4 شکل

بر حسب نسبت ابعاد مختلف  ای ساخته شده از مواد هدفمندذوزنقه

 ای نسبت به افقازای زوایای مختلف پانل ذوزنقه ورق و به

 

، این افزایش در زاویه گریدانیببهاستحکام بیشتری دارد. 

دهد و پانل ش میپانل نسبت به افق پایداری سیستم را افزای

تری به مرز ناپایداری فلاتر ای پس از مدت طولانیذوزنقه

 بهخواهند رسید. همچنین، کاهش فشار بحرانی آیرودینامیکی 

در  توجهقابلافزایش نسبت ابعاد پانل یکی دیگر از نکات  لیدل
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ای با نسبت است. بنابراین، انتخاب پانل ذوزنقه 4شکل توصیف 

نسبت به افق یکی از  تربزرگتر و زاویه قاعده کم ضخامت به

 هایی است.کارهای بهینه در بالا بردن پایداری چنین سیستمراه

ای شکل نسبت بیانگر تغییرات مقادیر ویژه پانل ذوزنقه ۵شکل 

و همچنین  nبه فشار آیرودینامیکی برای پارامترهای مختلف 

د. این شکل با در نظر باشپانل ساخته شده از مواد هدفمند می

,1 گرفتن پارامترهای , 300
10

Ka
a b h T    

10و   .برای نمایش این تغییرات ترسیم شده است

های طبیعی پانل با هندسه توان نشان داد که فرکانسمی

یابد و هنگامی که پانل ، افزایش میnبا افزایش پارامتر  ذوزنقه

شود، فرکانس صورت هدفمند در نظر گرفته میای بهذوزنقه

های مختلف قرار  nطبیعی در بالاترین مقدار خود نسبت به 

کنند که ساختن پانل عبارت دیگر، نتایج بیان میگیرند. به می

های ی فرکانسطور چشمگیرتواند بهاز جنس مواد پیشرفته، می

دهد. بنابراین در حالتی که پانل  طبیعی سیستم را افزایش

0nاز سرامیک ساخته شده باشد ) کاملاً ) تر و از سفت

استحکام بالاتری برخوردار است و این مسئله خود سبب تشدید 

با  همچنین. استحکام پانل ساخته شده از مواد هدفمند است

که بیانگر افزایش درصد فلزی بودن و کاهش درصد  nافزایش 

های طبیعی و فشار فلاتر باشد، فرکانسسرامیک بودن می

 یابند.بحرانی آیرودینامیک کاهش می

 

 
 )الف(
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 )ب(

تغییرات مقادیر ویژه برحسب فشار آیرودینامیک برای  - ۵ شکل

 الف( قسمت موهومی ب( قسمت حقیقی nمقادیر مختلف 
 

تغییرات مقادیر ویژه بر حسب فشار آیرودینامیکی برای پانل 

ازای  به 6ای شکل ساخته شده از مواد هدفمند در شکل ذوزنقه

، ترسیم شده مقادیر مختلف زاویه پانل نسبت به محور افق، 

مقادیر پارامترهای مختلف  ر این شکلاست. د

,1صورتبه , 300
10

Ka
a b h T    ،10   و

0.5n   طور که مشاهده اند. هماننظر گرفته شدهدر

های انسشود، با افزایش زاویه پانل نسبت به محور افق، فرکمی

 یابند.طبیعی و فشار آیرودینامیک فلاتر آن افزایش می
دهند که هر چه زاویه پانل این نمودارها نشان می گریدعبارتبه

شود و استحکام پانل بیشتر مینسبت به محور افق بیشتر باشد، 

یابند های طبیعی و فشار آیرودینامیک فلاتر افزایش میفرکانس

 شود. سیستم میکه سبب افزایش پایداری 
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 )ب(

تغییرات مقادیر ویژه برحسب فشار آیرودینامیک برای  -6 شکل

ای شکل نسبت به افق الف( مقادیر مختلف از زوایای پانل ذوزنقه

 قسمت موهومی ب( قسمت حقیقی

 

نسبت به  تربزرگاین بدان معناست که پانل با دارا بودن زاویه 

دهد. علاوه بر این، پانل با ر از دست میافق، پایداریش را دیرت

افزایش زاویه نسبت به افق به ترتیب در فشارهای فلاتر بحرانی 

پایداریش را از دست  736و  331، 418، 363، 387، 894

 دهد.می

تغییرات مقادیر ویژه را برحسب فشار  7شکل 

ای شکل هدفمند برای شرایط مرزی آیرودینامیکی پانل ذوزنقه

دهد. در این شکل سایر پارامترها مختلف نشان می مکانیکی

1, , 300
10

Ka
a b h T   ،5  ،25   و

0.5n   .در نظر گرفته شده است 
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 )الف(

 

 )ب(

تغییرات مقادیر ویژه برحسب فشار آیرودینامیک برای  -7 شکل

ای شکل نسبت به افق الف( مقادیر مختلف از زوایای پانل ذوزنقه

 قسمت موهومی ب( قسمت حقیقی

 

رود، افزودن قید بر طور که انتظار میهمان 7در شکل 

های طبیعی آن های پانل، سبب افزایش فرکانسگاهتکیه

گاهی را به ترتیب افزایش شرایط تکیه توانشود. لذا میمی

( و CCCC( ،)SCSC( ،)SSSSصورت )های طبیعی، بهفرکانس

(CFFF مرتب نمود. دلیل این تغییرات را )  توان می 7در شکل

ی پانل دارای یک لبه که یزمانبیان کرد که  صورت نیابه 

گاه ساده باشد، فرکانس طبیعی و فشار آیرودینامیکی تکیه

زیاد شدن سفتی خمشی پانل در  لیدل بهفلاتر آن بحرانی 

یابد. تغییرات فشار گاهی، کاهش میمقایسه با سایر شرایط تکیه

(، CCCCگاهی )بحرانی آیرودینامیک برای شرایط تکیه

(SCSC( ،)SSSS( و )CFFF )621، 316، 371 برابر بیترت به 

 است. 716و 

 

با نانو  شدهتیوتقای تحلیل فرکانسی پانل ساندویچی ذوزنقه

 صفحات گرافن 

در این پژوهش یک تحلیل وابسته به دما  کهییازآنجا

آوردن یک تابع پیوسته برای  دست بهانجام پذیرفته است، 

دمایی مناسب است.  لحاظ بهحرارتی  -های مکانیکیویژگی

 ها مانند مدول یانگ، چگالی، نسبت برای هر کدام از این ویژگی

یابی مرتبه چهارم انجام شده ی یک درونپواسون و مدول برش

ای از عنوان نتیجهها که بهاست. هر کدام از این ویژگی

 .[33]شوند نوشته می 31 معادله یابی هستند، به شکلدرون
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(31) 
2 3 4
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300KT ،31که در معادله    .دمای مرجع استP 

 حرارتی است و ضرایب  -یک ویژگی مکانیکی دهندهنشان
iP 

د. انآمده 2فرد هستند که در جدل برای هر خاصیت منحصربه

آمده، مگر اینکه  دست بههمچنین، در تمامی نتایج عددی 

مواردی دیگر ذکر شده باشد، خواص مواد وابسته به دما فرض 

  اند.شده

 

یابی مرتبه چهارم برای مرتبط با درون iP ضرایب - 2جدول 

 حرارتی -های مختلف مکانیکیویژگی
4P 3P 2P 1P 0P p 

-8.6786e-4 -3.3879e-2 +2.4387e-1 -0.5531 +2.1560 11E 
(TPa) 

-1.7550e-2 +1.0440e-1 -1.5645e-1 -0.0824 +1.9590 22E 
(TPa) 

+3.5839e-2 -2.7761e-1 +7.2866e-1 -0.7672 +0.9633 21G 
(TPa) 

0 0 0 0 +0.1770 12ϑ 

 
 ی حاضراعتبار سنجی مطالعه -3جدول 

 زاویه 

 °45 °30 °15  مود

1 

Zhao 
[36] 

1343/3 1287/6 3183/2 

مقاله 

 حاضر
8373/3 118/6 372/2 

8 

Zhao 
[36] 

313/11 496/18 437/13 

مقاله 

 حاضر
612/11 331/18 311/13 

3 

Zhao 
[36] 

193/13 463/16 917/81 

مقاله 

 حاضر
362/13 348/16 111/88 

 

یج کار همچنین در این بخش به منظور صحت سنجی، نتا

مقایسه گردید، که مطابق   [36]حاضر با نتایج ژائو و همکاران 

 ، تطابق مطلوبی مشاهده شد.3 جدول

تغییر در توزیع الگو نانو صفحات گرافنی  کهییازآنجا

های طبیعی و فشار بینی فرکانسشتواند تأثیر بسزایی در پیمی

با این نانو  شدهتیتقوای فلاتر بحرانی آیروالاستیک پانل ذوزنقه

منظور نشان دادن به  8بنابراین، شکل  صفحات داشته باشد،

های مختلف نانو صفحات گرافنی بر روی اثرات توزیع الگو

فشار فلاتر بحرانی آیروالاستیک سیستم  های طبیعی وفرکانس

نتایج ارائه شده برای مقادیر در                                           کور، ترسیم شده است.مذ

1, , 300
10

Ka
a b h T     10و  دست به 

با  شدهتیتقوای توان مشاهده کرد که پانل ذوزنقهاند. میآمده

های ، بیشترین فرکانسFG-Xنی از نوع توزیع نانو صفحات گراف

باشد، طبیعی و فشار فلاتر بحرانی آیروالاستیک را دارا می

، کمترین میزان FG-Oاین سیستم از نوع توزیع  کهیدرحال

های طبیعی و فشار فلاتر بحرانی آیروالاستیک را در فرکانس

ست. همچنین، بین چهار الگوی توزیع به خود اختصاص داده ا

با نانو صفحات گرافنی، با نوع  شدهتیتقوای سفتی پانل ذوزنقه

کند. بنابراین، الگوی توزیعی نانو صفحات در ماتریس تغییر می

 بهFG-X ای با توزیع توان مشاهده کرد که پانل ذوزنقهمی

افزایش سفتی پانل، ناحیه پایدار بیشتری را در مقایسه با  لیدل

کند. این بینی مییر الگوهای توزیع نانو صفحات گرافنی پیشسا

بیشترین کسر FG-X رفتار به این دلیل است که در توزیع 

حجمی از نانو صفحات گرافن در سطوح بالایی و پایینی پانل 

که کمترین مقدار آن در  ای توزیع شده است در حالیذوزنقه

ای توزیع الگو در پانل ذوزنقه مرکز پانل متمرکز شده است. این

O-FG ای است که بیشترین و کمترین مقادیر نانو گونهبه

مربوط به مرکز و سطوح بالایی و  بیترت بهصفحات گرافنی 

دیگر این است که منحنی  انیبقابلپایینی پانل است. نکته 

ای که تنها از پلیمر ساخته شده است مربوط به پانل ذوزنقه

های طبیعی و فشار فلاتر بحرانی منظور مقایسه فرکانسهب

و تقویت نشده، رسم  شدهتیتقوآیروالاستیک در دو حالت ورق 

با  شدهتیتقوای مشهود است که پانل ذوزنقه کاملاًشده است. 

نانو صفحات گرافن با هر توزیع شکلی، پایداری سیستم را 

 دهد.افزایش می
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تغییرات مقادیر ویژه برحسب فشار آیرودینامیک برای  - 8 شکل

توزیع الگوهای مختلف از نانو صفحات گرافن الف( قسمت موهومی 

 ب( قسمت حقیقی

 

 ۹ای ساندویچی، شکل منظور بررسی پایداری پانل ذوزنقهبه

تغییرات فشار فلاتر بحرانی آیرودینامیکی را بر حسب درصد 

در هر لایه، برای انواع توزیع نانو  دهکننتیتقووزنی نانو صفحات 

 دهد. در این شکل مقادیر پارامترهای مختلفصفحات نشان می

,1برابر 
10

a
a b h  ،5  ،30  ، فرض شده

مشخص است، افزایش درصد  ۹طور که از شکل همان است.

وزنی نانو صفحات گرافن منجر به افزایش سفتی و استحکام 

شود که فشار فلاتر بحرانی آیرودینامیک و ناحیه بیشتر پانل می

 یابند.پایدار پانل افزایش می
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ای بر نمودار فشار فلاتر بحرانی آیرودینامیک پانل ذوزنقه - ۹ شکل

های مختلف نانو ازای توزیع گرافن به نانو صفحاتصد وزنی حسب در

 صفحات

 

های طبیعی و فشار فلاتر اثر دماهای مختلف بر روی فرکانس

ازای  به 11ای شکل در شکل بحرانی آیروالاستیک پانل ذوزنقه

,1   ارامترهایپ
10

a
a b h  ،5 ،30  و 

x -FG طور که از شکل مشخص نشان داده شده است. همان

شود. شده است، افزایش دما سبب کاهش سفتی سیستم می

های طبیعی و فشار فلاتر آیرودینامیک ولی افزایش فرکانس

توان مشاهده کرد که در شود. میبینی میبعد سیستم پیشبی

 بهفشار بحرانی آیرودینامیک  کلوین 311و  411، 311دماهای

 است. 711و  211، 291برابر  بیترت
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تغییرات مقادیر ویژه برحسب فشار آیرودینامیک برای  - 11 شکل

 مقادیر مختلف از دما الف( قسمت موهومی ب( قسمت حقیقی
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 گیریجهنتی

ای ساخته شده از مواد در این تحقیق، پانل ذورنقه

 شدهتیتقوپیشرفته برای دو جنس مواد هدفمند و ساندویچی 

گرافن بررسی شده است. این پانل ساندویچی  نانو صفحاتبا 

جریان مافوق صوت سیال قرار دارد.  ریتأثی شکل تحت ذوزنقه

ن و با استفاده از برای استخراج معادلات حاکم، از اصل همیلتو

های مرتبه بالا کانت به همراه تئوری پیستون استفاده تئوری

، معادلات دیفرانسیل با GDQشده است. سپس با روش عددی

معمولی تبدیل شدند. از  لیفرانسیدمشتقات جزئی به معادلات 

 به موارد ذیل اشاره نمود.  توانیمنتایج تحقیق  نیترمهم

 سبت به افق، فشار فلاتر بحرانی با افزایش زاویه پانل ن

، این گریدانیببهشود. بینی میآیرودینامیک بیشتری پیش

افزایش در زاویه پانل نسبت به افق پایداری سیستم را 

ای دیرتر به مرز ناپایداری دهد و پانل ذوزنقهافزایش می

 رسد. فلاتر می

  افزایش نسبت  لیبه دلکاهش فشار بحرانی آیرودینامیکی

بوده است. بنابراین،  توجهقابلاد پانل یکی دیگر از نکات ابع

ای با نسبت ضخامت به قاعده کمتر و انتخاب پانل ذوزنقه

های بهینه در بالا نسبت به افق یکی از راه تربزرگزاویه 

 هایی است. بردن پایداری چنین سیستم

 های طبیعی و فشار فلاتر آیرودینامیک پانل با فرکانس

)توان ماده هدفمند(،  nبا افزایش پارامتر  نقههندسه ذوز

 یابد. افزایش می

 با نانو صفحات گرافنی از نوع  شدهتیتقوای پانل ذوزنقه

های طبیعی و فشار فلاتر ، بیشترین فرکانسX-FGتوزیع 

این  کهیدرحالباشد، بحرانی آیروالاستیک را دارا می

های ، کمترین میزان فرکانسO-FGع سیستم از نوع توزی

طبیعی و فشار فلاتر بحرانی آیروالاستیک را در بین چهار 

 الگوی توزیع به خود اختصاص داده است. 

  افزایش درصد وزنی نانو صفحات گرافن منجر به افزایش

شود که فشار فلاتر سفتی و استحکام بیشتر پانل می

 یابد.امیک و ناحیه پایدار پانل افزایش میبحرانی آیرودین

  افزایش دما سبب کاهش سفتی سیستم و کاهش

های طبیعی و فشار فلاتر آیرودینامیک سیستم فرکانس

 شود.می

 

 

 فهرست علائم و اختصارات

 a طول پانل
 b عرض پانل

 ماتریس میرایی C 

) مدول الاستیک )E z 
 چگالی جرم

me 

0 های جرمممان اینرسی 1 2 3 4 6,  ,  ,  ,  , I I I I I I

 

 ماتریس ژاکوبین J 

 ماتریس سختی K 
 L ایارتفاع پانل ذوزنقه

 برآیند گشتاورهای خمشی و پیچشی
,  ,xx xy yyM M M

 

 ماتریس جرم M 

 ایصفحهبرآیند نیروهای درون
,  ,xx xy yyN N N

 

 , های مرتبه بالاتربرآیند تنش ,xx xy yyP P P 

x, ایصفحهوهای برونبرآیند نیر yQ Q 

 ijQ ثوابت الاستیک تبدیل شده

x, های مرتبه بالاتربرآیند تنش yR R 

 T انرژی جنبشی پانل

 U انرژی کرنشی پانل

x یدان جابجایی در راستای مؤلفه م , , ,xu x y z t

 

y  مؤلفه میدان جابجایی در راستای  , , ,yu x y z t

 

z  مؤلفه میدان جابجایی در راستای  , , ,zu x y z t

 

مودهای تغییر شکل سطح مقطع عرضی 

 مرتبه بالاتر
* * *

0 0 0, ,u v w 

y  ای در راستایجابجایی درون صفحه , ,v x y t 

 جابجایی عرضی صفحه میانی پانل , ,w x y t 

, ای نسبت به افقزاویه پانل ذوزنقه  

  عملگر گرادیان
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مختصات تبدیل یافته در نگاشت پانل 

 ایذوزنقه
 ,  

  عملگر ورییشن

 ij ی تانسور کرنشهای برشمؤلفه

 چرخش نرمال حول 

 y x -محور

 چرخش نرمال حول 

 x y -محور

مودهای تغییر شکل سطح مقطع عرضی 

 z مرتبه بالاتر

مودهای تغییر شکل سطح مقطع عرضی 

 مرتبه بالاتر
* * *, ,x y z   

 های تانسور کرنشمؤلفه
ij 

 های تانسور تنشمؤلفه
ij 

) چگالی جرم  )z 
 بیشترین مقدار چگالی جرم

1 
خط عمود بر صفحه میانی پانل  چرخش

 x حول محور 
 , ,x x y t

 

خط عمود بر صفحه میانی پانل  چرخش

 yحول محور 
 , ,y x y t

 

 

 پیوست

 ( در1جایی رابطه )های جابهدر این مقاله، با جایگذاری میدان

 جایی تئوری الاستیسیته کلاسیک، روابطجابه -معادلات کرنش

 آیند.دست میصورت زیر به های کرنش بهزیر برای میدان

 

 

 

 (1-)الف

2 * 3 *

0 0x x x x xz z z        
2 * 3 *

0 0y y y y yz z z        
2 * 3 *

0 0z z z z yz z z        

2 * 3 *

0 0xy xy xy xy xyz z z        

2 * 3 *

xz x xz x xzz z z        
2 * 3 *

yz y yz y yzz z z        

(1-لف  

زیـر تعریـف    به شـکل ( 1-که پارامترهای موجود در رابطه )الف

 شوند.می

 

 

 

 

 (2-)الف

  0 0 0 0
0 0 0, , , ,x y xy

u v u v

x y y x
  

    
  

    

 

 
* * * *

* * * 0 0 0 0
0 0 0, , , ,x y xy

u v u v

x y y x
  

    
  

    

 

 * *

0 0( , ) ,3z z z z    

  *

0, , , , , 2 ,
y yx x

x y z xy w
x y y x

  
   

   
  

    

 

* ** *
* * *( , , ) ( , , )

y yx x
x y xy

x y y x

  
  

  
 

   

 

  * *

0 0, 2 ,2z z
xz yz u v

x y

 
 

  
   

  

 

 
* *

* *, ,z z
xz yz

x y

 
 

  
  

  

 

 
*

* * *0 0

*
*0 0

, , , ( ,3 ,

,3

x x y y x x

y y

w w

x x

w w

y y

     

 

 
  

 

 
 
 

 

توان بیان کرد که انرژی پتانسیل کلی سیستم، شامل انـرژی  می

و پتانسـیل ناشـی از بارهـای     هاکرنش کلی ناشی از تغییر شکل

شـود. بـا توجـه بـه تئـوری الاستیسـیته کلاسـیک        خارجی می

 بیان کرد  توانیم

 

 

 

 (3-)الف

2

Ω

2

( ) Ω

h

x x y y z z xy xy yz yz xz xz

h

U dzd            



      

2
2 * 3 * 2 *

0 0 0 0

2

{ ( ) (

h

x x x x x y y y y

h

U z z z z z         




       

 3 * 2 * 3 * 2 *

0 0 0 0) (y z z z z y xy xy xy xyz z z z z z                

3 * 2 * 3 * 2 *) ( ) (xy yz y yz y yz xz x xz xz z z z z z                 
3 * )} Ωxzz dzd 

 

صورت زیر بیان توان بهرات انرژی پتانسیل را میدر ادامه تغیی

 کرد

 

 

 (4-)الف

* * * * * *

0 0 0 0

Ω

[ ) (x x x x x x x x y y y y y yU N M N M N M N             

 * * * * * *

0 0 0) (y y z z z z z z z y xy xy xy xyM N M N M N M            

* * * * * * * *

0 ) ( ) (xy xy xy xy x x x xz x x x xz y yN M Q S Q S Q            
 

* * * * )} Ωy yz y y y yzS Q S d     

ی جز به جز از رابطه مربوط به انرژی کرنش ریگانتگرالپس از 

لا به آن اشاره شد، عبارت ذخیره شده در سیستم، که در با

 :شودیممربوط به انرژی کرنشی به صورت زیر نوشته 
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 (5-)الف
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y yx x x x
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0 0 0 0) {(
y y xy

y z z z z z z
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v N M N u

y y y
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* *

0( )} {( )
xy xy x

x y x x

M M Q
Q w

y x x
   

  
    

  
* *

* * * * *

0 0( 2 ) ( 3 )}x x x
x z x x z

S Q S
S u Q w

x x x
    

  
      

  

* * *

0 0{( ) ( 2 ) ( 3
y y

y y y z y y

Q S
Q w S v Q

y y
    

 
       

 
* *

* *

0 )} Ω
y y

z

Q S
w d

y y
 

 
 
 

 

 توان نوشتصورت زیر نیز می را بهرابطه بالا

 

 

 (6-)الف

* * * *

0 0 0

Γ

{ } (x x x x x x x x x x y yU N u n M n N u n M n N v n          
* * * *

0 0 0} {( ) (y y y y y y y y xy y xy x xy x yM n N v n M n N u n N v n M n          

 * * * * * * * *

0 0) ( )}xy y x xy y xy x xy x y xy y xM n N u n N v n M n M n         

* * * *

0 0 0{( )} {(x x x z x x x x z x y y y z yQ w n S n Q w n S n Q w n S n          
 

* * * *

0 )} Ωy y y z yQ w n S n d   

تغییرات انرژی جنبشی پانل لمینیت ساندویچی بـه شـکل زیـر    

 شود.بیان می

 

 

 

 (7-)الف

2

Ω

2

[ ] Ω

h

h

K u u v v w w d dz    



    

2
2 * 3 * 2 * 3 *

0 0 0 0

Ω

2

[( ) ( )] Ω

h

x x x x

h

K u z z u z u z z u z d dz       



         

* *

1 0 0 2 0 3 0 0 4 0 2 0 3

Ω

( ) (x x x x xK I u u I u I u u I u I u I               
* * * * * * *

4 0 5 3 0 0 4 0 5 0 0 6 0 4 0) ( ) (x x x x x xI I I u I u I u I u Iu u u u               

* * * *

5 6 0 7 )x x x x xuI I I      

  7I و   1I  ، 2I  ، 3I  ، 4I  ، 5I  ، 6Iدر انرژی جنبشـی   

های مربوط به سیستم هستند، از رابطـه  اینرسی دهندهنشانکه 

 آیند.یم به دستزیر 

 
2

2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

2

, , , , , , 1, , , , , ,

h

h

I I I I I I I z z z z z z dz



 
 

و انرژی جنبشـی   شدهرهیذخبا قرار دادن تغییرات انرژی کرنش 

سیستم در اصل همیلتون و با اعمال عوامـل ریاضـی، معـادلات    

 شوند:صورت زیر بیان میحاکم بر حرکت به

 * *

0 1 0 2 3 0 4:
xyx

x x

NN
u I u I I u I

x y
  


    

 

* *

0 1 0 2 3 0 4:
y xy

y yv v
N N

v I I I I
y x

 
 

    
 

* *

0 1 0 2 3 0 4:
yx

z z zw
QQ

w P I I I I
x y

w  


     
 

* *

2 0 3 4 0 5:
xyx

x x x xu
MM

Q I I I I
x y

u  


     
 

* *

2 0 3 4 0 5:
y xy

y y y yv
M M

Q I I I I
y x

v  
 

     
 

* *

2 0 3 4 0 5: ( )
2

yx
z z z z z

SS h
N P I I I

x
wI

y
w   


      

 

 

 

 

 

 

 (8-)الف

**
* * *

0 3 0 4 5 0 6: 2
xyx

x x x

NN
u S I u uI I I

x y
  


     

 
* *

* * *

0 3 0 4 5 0 6: 2
y xy

y y y

N N
v S I I I I

y
v

x
v  

 
     

 
** 2

* * * *

0 3 0 4 5 0 6: 2 ( )
4

yx
z z z z

QQ h
w M P I I I I

x y
w w  


      

 
**

* * * *

4 0 5 6 0 7: 3
xyx

x x x x

MM
Q I I I I

x y
u u 


     

 
* *

* * * *

4 0 5 6 0 7: 3
y xy

y y y y

M M
Q I I I I

y x
v v 

 
     

 
** 3

* * * *

4 0 5 6 0 7: 3 ( )
8

yx
z z z z z

SS h
N P I I

x
wI I

y
w   


      

 
 

 تـوان بـه  آمده از اصـل همیلتـون را مـی    به دستشرایط مرزی 

 شکل زیر تعریف کرد.  

 

 

 

 

 (9-)الف

0( ) 0x x xy yN n N n u   

0( ) 0y y xy xN n N n v   

0( ) 0y y x xQ n Q n w   

( ) 0x x xy y xM n M n    

( ) 0y y xy x yM n M n    

( ) 0x x y y zS n S n    
* * *

0( ) 0x x xy yN n N n u   
* * *

0( ) 0y y xy xN n N n v   
* * *

0( ) 0x x y yQ n Q n w   
* * *( ) 0x x xy y xM n M n    

* * *( ) 0y y xy y yM n M n x    

x,0 که برای  a : 

 

 (11-)الف

0x xy x x xy xN N Q M M S      
* * * * * * 0x xy x x xy xN N Q M M S      

y و برای  b: 

 

 (11-)الف

0y xy y y xy yN N Q M M S      
* * * * * * 0y xy y y xy yN N Q M M S      

هـای حاصـل شـده    در تمامی روابطی که در بالا ذکر شد، تـنش 

 شوندصورت زیر تعریف میبه



 یهوانورد یمهندس یپژوهش -یعلم یهنشر                                                                                   یاذوزنقه یچیارتعاشات پانل ساندو یلتحل 

 99 ییز، شماره دوم، پابیست و دومسال                                                                                                                                      

 

  /1۹ 

 

 

 (12-)الف
1

*

* 3

1

*

0

L

L

x x xzNL

y y y

L z

z z

xy xy xy

M M

M M z z dz

M

M M













   
   
   

          
   
      

 
 

 و

 

 (13-)الف

1*

2

*

1

1
L

L

zNL
xzx x

yzLy y z

Q Q
z dz

Q Q









   
     

    
  

 و

 

1 (14-)الف

*

* 3

1*

*

1
L

L

x x xzNL

y y y

L z

zz z

xyxy xy

N N

N N z dz

N N

N N













   
   
   

        
 

 
 

 
   

 
 

 و

*1 (15-)الف

3

*

1

L

L

zNL
xzx x

yzLy y z

S S
z z dz

S S









   
     

    
  

 آید.زیر در می به شکلفرم نهایی این روابط 

 

 

 

 

 

 (16-)الف

 
2 2

2 * 3 *

11 0 0 12 0

2 2

[ (

h h

x x x x x x y y

h h

N dz Q z z z Q z      

 

       

2 * 3 * 2 *

0 13 0 0) ( )]y y z z zz z Q z z dz        

 * *

11 0 0 11 1 11 2 0 11 3 12 0 0 12 1(x x x x x y yN Q H Q H Q H Q H Q H Q H          

* * *

12 2 0 12 3 13 0 0 13 1 13 2 0) ( )y y z z zQ H Q H Q H Q H Q H        

 * * *

11 2 0 11 3 11 4 0 11 5 12 2 0 12 3(x x x x x y yN Q H Q H Q H Q H Q H Q H          

* * *

12 4 0 12 5 13 2 0 13 3 13 4 0) ( )y y z z zQ H Q H Q H Q H Q H        

 * *

11 1 0 11 2 11 3 0 11 4 12 1 0 12 2(x x x x x y yM Q H Q H Q H Q H Q H Q H          

* * *

12 3 0 12 4 13 1 0 13 2 13 3 0) ( )y y z z zQ H Q H Q H Q H Q H        

 * * *

11 3 0 11 4 11 5 0 11 6 12 3 0 12 4(x x x x x y yM Q H Q H Q H Q H Q H Q H          

* * *

12 5 0 12 6 13 3 0 13 4 13 5 0) ( )y y z z zQ H Q H Q H Q H Q H         

 و

 

 

 

 (17-)الف

2 2

12 22 23

2 2

( )

h h

y y x y z

h h

N dz Q Q Q dz   

 

    

 

 
2

2 * 3 * 2 * 3 *

12 0 0 22 0 0

2

[ (

h

x x x x y y y y

h

Q z z z Q z z z       



      

2 *

23 0 0( )]z z zQ z z dz      

 * *

12 0 0 12 1 12 2 0 12 3 22 0 0 22 1(y x x x x y yN Q H Q H Q H Q H Q H Q H          

* * *

22 2 0 22 3 23 0 0 23 1 23 2 0) ( )y y z z zQ H Q H Q H Q H Q H        

 * * *

12 2 0 12 3 12 4 0 12 5 22 2 0 22 3(y x x x x y yN Q H Q H Q H Q H Q H Q H          

* * *

22 4 0 22 5 23 2 0 23 3 23 4 0) ( )y y z z zQ H Q H Q H Q H Q H        

 * *

12 1 0 12 2 12 3 0 12 4 22 1 0 22 2(y x x x x y yM Q H Q H Q H Q H Q H Q H          

* * *

22 3 0 22 4 23 1 0 23 2 23 3 0) ( )y y z z zQ H Q H Q H Q H Q H        

 * * *

12 3 0 12 4 12 5 0 12 6 22 3 0 22 4(y x x x x y yM Q H Q H Q H Q H Q H Q H          

* * *

22 5 0 22 6 23 3 0 23 4 23 5 0) ( )y y z z zQ H Q H Q H Q H Q H        

 

 و

 2 2

44

2 2

h h

xy xy xy

h h

N dz Q dz 

 

  
 

2
2 * 3 *

44 0 0

2

( )

h

xy xy xy xy

h

Q z z z dz   



  

 

* *

44 0 0 44 1 44 2 0 44 3xy xy xy xy xyN Q H Q H Q H Q H       

 

 

 (18-)الف

* * *

44 2 0 44 3 44 4 0 44 5xy xy xy xy xyN Q H Q H Q H Q H      
* *

44 1 0 44 2 44 3 0 44 4xy xy xy xy xyM Q H Q H Q H Q H      

* * *

44 3 0 44 4 44 5 0 44 6xy xy xy xy xyM Q H Q H Q H Q H      

 

 و  

 

 

 

 

 (19-)الف

2 2 2
2 * 3 *

66 66

2 2 2

( )

h h h

x xz xz x xz x xz

h h h

Q dz Q dz Q z z z dz     

  

       
 

* *

66 0 66 1 66 2 66 3x x xz x xzQ Q H Q H Q H Q H       
* *

66 1 66 2 66 3 66 4x x xz x xzS Q H Q H Q H Q H       
* * *

66 2 66 3 66 4 66 5x x xz x xzQ Q H Q H Q H Q H       
* * *

66 3 66 4 66 5 66 6x x xz x xzS Q H Q H Q H Q H       

 و

 

 

 (21-)الف

2 2 2
2 * 3 *

55 55

2 2 2

( )

h h h

y zy yz y yz y yz

h h h

Q dz Q dz Q z z z dz     

  

       

* *

55 0 55 1 55 2 55 3y y yz y yzQ Q H Q H Q H Q H      

* *

55 1 55 2 55 3 55 4y y yz y yzS Q H Q H Q H Q H      

* * *

55 2 55 3 55 4 55 5y y yz y yzQ Q H Q H Q H Q H      

* * *

55 3 55 4 55 5 55 6y y yz y yzS Q H Q H Q H Q H       

 

( در معادلات حاکم بر 81-ف( تا )ال16-با جایگذاری روابط )الف

 آید.صورت زیر در میحرکت، فرم نهایی این معادلات به

 

 

 (21-)الف

* *

0 11 0 0 11 1 11 2 0 11 3:{( )x x x xu Q H Q H Q H Q H
x x x x

    
   

  
   

* *

12 0 0 12 1 12 2 0 12 3 13 0 0( ) (y y y y zQ H Q H Q H Q H Q H
x x x x x
    

    
    

    

*

13 1 13 2 0 44 0 0 44 1)} {z z xy xyQ H Q H Q H Q H
x x y y
   

   
   

   

* * * *

44 2 0 44 3 1 0 2 3 0 4}xy xy x xQ H Q H I u I I u I
y y
   

 
     

 

 

 و

 

 

 (22-)الف

* *

0 12 0 0 12 1 12 2 0 12 3:{ x x x xv Q H Q H Q H Q H
y y y y

    
    

   
    

* *

22 0 0 22 1 22 2 0 22 3 23 0 0( ) (y y y y zQ H Q H Q H Q H Q H
y y y y

    
   

    
   

*

23 1 23 2 0 44 0 0 44 1)} {z z xy xyQ H Q H Q H Q H
y y x x
   

   
   

   

* * * *

44 2 0 44 3 1 0 2 3 0 4}xy xy y yQ H Q H I I I I
x

v v
x
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 و

 

 (23-)الف

* *

0 66 0 66 1 66 2 66 3:{ }x xz x xzw Q H Q H Q H Q H
x x x x

    
   

  
   

* *

55 0 55 1 55 2 55 3{ }y yz y yz zQ H Q H Q H Q H P
y y y y
       

    
   

* *

1 0 2 3 0 4z zI I I w Iw      

 و

 

 

 (24-)الف

* *

11 1 0 11 2 11 3 0 11 4:{( )x x x x xQ H Q H Q H Q H
x x x x

    
   

  
   

* *

12 1 0 12 2 12 3 0 12 4 13 1 0( ) (y y y y zQ H Q H Q H Q H Q H
x x x x x
    

    
    

    

*

13 2 13 3 0 44 1 0 44 2)} {z z xy xyQ H Q H Q H Q H
x x y y
   

   
   

   

* * *

44 3 0 44 4 66 0 66 1 66 2} {xy xy x xz xQ H Q H Q H Q H Q H
y y
    

 
    

 

* * *

66 3 2 0 3 4 0 5}xz x xQ H I IuI Iu      

 

 و

 

 

 

 (25-)الف

* *

12 1 0 12 2 12 3 0 12 4:{y x x x xQ H Q H Q H Q H
y y y y

    
    

   
    

* *

22 1 0 22 2 22 3 0 22 4 23 1 0( ) (y y y y zQ H Q H Q H Q H Q H
y y y y y
    

    
    

    

 

*

23 2 23 3 0 44 1 0 44 2)} {z z xy xyQ H Q H Q H Q H
y y x x
   

   
   

   

* * *

44 3 0 44 4 55 0 55 1 55 2} {xy xy y yz yQ H Q H Q H Q H Q H
x x
    

 
    

 
* * *

55 3 2 0 3 4 0 5}yz y yQ H I IvI Iv      

 

 و

 

 (26-)الف

* *

66 1 66 2 66 3 66 4:{ }z x xz x xzQ H Q H Q H Q H
x x x x

    
   

  
   

* *

55 1 55 2 55 3 55 4{ }y yz y yzQ H Q H Q H Q H
y y y y
   

   
   

   

 * *

13 0 0 13 1 13 2 0 13 3 23 0 0 23 1{ (x x x x y yQ H Q H Q H Q H Q H Q H          

* * *

23 2 0 23 3 33 0 0 33 1 33 2 0) ( )} ( )
2

y y z z z z

h
Q H Q H Q H Q H Q H P          

* *

2 0 3 4 0 5z zI I I w Iw      

0x آمده از روابـط بـالا، در    به دستشرایط مرزی متناظر   

 باشند.به شرح زیر می

 (27-)الف
0 0 0xN v w   

 0x y zM     

 همچنین، در ادامه روابط قبل خواهیم داشت

 

 

 (28-)الف

 

* * *

0 11 2 0 11 3 11 4 0 11 5:{ x x x xu Q H Q H Q H Q H
x x x x

    
    

   
    

* *

12 2 0 12 3 12 4 0 12 5 13 2 0( ) (y y y y zQ H Q H Q H Q H Q H
x x x x x
    

    
    

    

*

13 3 13 4 0 44 2 0 44 3)} {z z xy xyQ H Q H Q H Q H
x x y y
   

   
   

   

* * *

44 4 0 44 5 66 1 66 2 66 3} 2{xy xy x xz xQ H Q H Q H Q H Q H
y y
    

 
    

 

* * *

66 4 3 0 4 5 0 6}xz x xQ H I IuI Iu       

 و

 * * *

0 12 2 0 12 3 12 4 0 12 5:{( )x x x xv Q H Q H Q H Q H
y y y y

    
   

  
   

 

 (29-)الف

* *

22 2 0 22 3 22 4 0 22 5 23 2 0( ) (y y y y zQ H Q H Q H Q H Q H
y y y y y
    

    
    

    

*

23 3 23 4 0 44 2 0 44 3) {z z xy xyQ H Q H Q H Q H
y y x x
   

   
   

   

* * *

44 4 0 44 5 55 1 55 2 55 3} 2{xy xy y yz yQ H Q H Q H Q H Q H
x x
    

 
    

 

* * *

55 4 3 0 4 5 0 6}yz y yQ H I IvI Iv       

 و

 

 

 (31-)الف

* * *

0 66 2 66 3 66 4 66 5: x xz x xzw Q H Q H Q H Q H
x x x x

    
    

   
    

* *

55 2 55 3 55 4 55 5 13 3 0{ } 2{(y yz y yz xQ H Q H Q H Q H Q H
y y y y
    

   
    

   
* * *

13 4 13 5 0 13 6 23 3 0 23 4 23 5 0) (x x x y y yQ H Q H Q H Q H Q H Q H          

2
* *

23 6 33 3 0 33 4 33 5 0) ( )} ( )
4

y z z z z

h
Q H Q H Q H Q H P        

* *

3 0 4 5 0 6z zI I I w Iw      

 و

 

 

 

 (31-)الف

* * *

11 3 0 11 4 11 5 0 11 6:{x x x x xQ H Q H Q H Q H
x x x x

    
    

   
    

* *

12 3 0 12 4 12 5 0 12 6 13 3 0( ) (y y y y zQ H Q H Q H Q H Q H
x x x x x
    

    
    

    

*

13 4 13 5 0 44 3 0 44 4)} {z z xy xyQ H Q H Q H Q H
x x y y
   

   
   

   

* * *

44 5 0 44 6 66 2 66 3 66 4} 3{xy xy x xz xQ H Q H Q H Q H Q H
y y
    

 
    

 

* * *

66 5 4 0 5 6 0 7}xz x xQ H I IuI Iu       

 و

 

 

 (32-)الف

* * *

12 3 0 12 4 12 5 0 12 6:{( )y x x x xQ H Q H Q H Q H
y y y y

    
   

  
   

* *

22 3 0 22 4 22 5 0 22 6 23 3 0( ) (y y y y zQ H Q H Q H Q H Q H
y y y y y
    

    
    

    

*

23 4 23 5 0 44 3 0 44 4)} {z z xy xyQ H Q H Q H Q H
y y x x
   

   
   

   

* * *

44 5 0 44 6 55 2 55 3 55 4} 3{xy xy y yz yQ H Q H Q H Q H Q H
x x
    

 
    

 
* * *

55 5 4 0 5 6 0 7}yz y yQ H I IvI Iv      

 

 و در نهایت خواهیم داشت:

 

 (33-)الف

* * *

66 3 66 4 66 5 66 6:z x xz x xzQ H Q H Q H Q H
x x x x

    
    

   
    

 

* *

55 3 55 4 55 5 55 6 13 2 0{ } 3{(y yz y yz xQ H Q H Q H Q H Q H
y y y y
    

   
    

   

 

* * *

13 3 13 4 0 13 5 23 2 0 23 3 23 4 0) (x x x y y yQ H Q H Q H Q H Q H Q H          

3
* *

23 5 33 2 0 33 3 33 4 0) ( )} ( )
8

y z z z z

h
Q H Q H Q H Q H P        

* *

4 0 5 6 0 7z zI w I I w I     

ز روابط بـالا  آمده ا به دستاین در حالی است که شرایط مرزی 

 شوندزیر بیان می به شکل

 

 

 (34-)الف

  0, :At x a  

0 0 0x y x zv N w M        
* * * * * *

0 0 0x y x zv N w M        
  0, :At y b  
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0 0 0y x y zu N w M        
* * * * * *

0 0 0y x y zu N w M        
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