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 چکیده
نوع مختلف تکیھ گاه ساده  ھشتبھ روش تحلیلي با  اي تقویت شده طولي ( استرینگر)ھاي استوانھدر این تحقیق، ارتعاشات آزاد پوستھ

ھا بصورت المانھاي مجزا در حل تحلیلي از روش ریتز استفاده شده و تقویت کننده .مورد بررسي قرار گرفتھ استتکیھ گاه گیردار و 
پوستھ تقویت شده در جھت محوري تحت بار استاتیکي فشاري قرار گرفتھ است و تکیھ  ھا، اند. در برخي از حالتنظر گرفتھ شدهدر 
ھاي طبیعي با مقادیر تجربي و تحلیلي موجود در باشند. نتایج تحلیلي فرکانسھا بھ صورت متحرک محوري ھمراه با بار ميگاه

بھ علاوه تغییرات فرکانس ھای طبیعی، فرکانس پایھ و مطابقت بسیار خوبي مشاھده شده است. مراجع دیگر مقایسھ شده است کھ 
و در برخی حالت ھا نتایج بھ دست  مورد بررسی و تحلیل قرار گرفتھ است پیش گفتھشکل مودھای طبیعی بھ ازای شرایط مرزی 

ھاي طبیعي ھا بر تغییرات فرکانسز مرکزي تقویت کنندهھمچنین اثر خارج ا. آمده با نتایج روش المان محدود مقایسھ شده است
خصوصا فرکانس پایھ مورد بررسي قرار گرفتھ است. در پایان اثر بارگذاری فشاري استاتیکي محوری و شرایط مرزی بر 

 .ھاي طبیعي مورد بررسي قرار گرفتھ و بار کمانش آنھا نیز تعیین گردیدفرکانس
 محوریکمانش، بار  فرکانس طبیعي، ،  ارتعاش آزاداي، تقویت کننده طولی، ھپوستھ استوان ھای کلیدی:واژه

 
Vibration and buckling analysis of longitudinally stiffened cylindrical 

shells under the axial static loading 
 

A. Nouri1, S. Astaraki2 

 
Abstract  
In this research, the free vibration analysis of cylindrical shells with longitudinal stiffeners, i.e. stringer 
with analytical method, for eight different types of simply supported and clamped boundary conditions is 
investigated. Ritz method is applied in analytical solution while stiffeners treated as discrete elements. 
The stiffened shell is loaded axially under static pressure and supports are axially follower force type. 
Some analytical results for natural frequencies are compared with other’s experimental and analytical 
results, which showed good agreement. Furthermore, variations of natural frequencies, fundamental 
frequency and natural mode shapes for mentioned boundary conditions are studied and in some cases, 
these results are compared with FEM results. Also, the effect of stiffener eccentricity on natural 
frequencies, especially fundamental frequency is considered. Furthermore, variations of natural 
frequencies for different axial static pressure load are considered and with plot of these, the buckling load 
is determined. 
Key words: Cylindrical Shell, Longitudinal Stiffener, Free Vibration, Natural Frequency, Buckling, 
Axial load. 
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 مقدمھ
ــامیکي  ــائل پوســتھ ھایســازهشــناخت خــواص دین اي از مس

ــازه ــین س ــرا چن ــد، زی ــي باش ــان م ــورد توجــھ طراح ھایي م
کاربردھاي زیــادي از جملــھ در بدنــھ ھواپیماھــا و موشــکھا 

اکثر ایــن مــوارد پوســتھ تحــت بارھــاي دینــامیکي دارند. در 
قرار دارد و ممکن است دچار ارتعــاش، کمــانش و خســتگي 

ھــاي طبیعــي و مودھــاي ارتعاشــي، از مــوارد شود. فرکانس
ھا است. یکي از مھم و قابل توجھ در طراحي این نوع سازه

راھھـــاي افـــزایش نســـبت اســـتحکام بـــھ وزن در چنـــین 
با تقویــت کننــده طــولي بشــکل تیــر ھایي، تقویت پوستھ سازه
ھایی کھ تحــت بــار فشــاری قــرار ھمچنین در سازه باشد.مي

دارند بار کمانش نیز یکی دیگر از پارامترھای تعیین کننــده 
تــوان بدنــھ موشــک ھای میباشد. نمونھ عملی چنین سازهمی

ای تقویــت شــده بــوده و تحــت را نام برد کــھ پوســتھ اســتوانھ
موتور و نیروی پسای آیرودینــامیکی نیروی محوری رانش 

 قرار دارد.
اي نازک ھاي استوانھمعادلات حاکم بر پوستھ ]،1[سندرز

ھا بر ]، اثر تقویت کننده2[ ایگل و سیوال  را ارائھ نمود.
اي تقویت ھاي استوانھ ھاي طبیعي پوستھتغییرات فرکانس

(تقویت  و رینگ(تقویت کننده طولي) استرینگر  باشده 
با شرایط مرزي مختلف را مورد بررسي   محیطي)، کننده

ھا بصورت المانھاي مجزا در نظر قرار دادند . تقویت کننده
از روش انرژي و اصل ھمیلتون براي بدست ه و گرفتھ شد

راینھارت و  .آوردن معادلات حرکت استفاده شده است
]، ارتعاشات آزاد پوستھ تقویت شده با استرینگر با 3[ ونگ

 لاگرانژ مورد بررسي قرار دادند روش ساده را از تکیھ گاه
نمودند.  بصورت المانھاي مجزا مدل را استرینگرھا و 

ھاي ]، تحلیل ارتعاشات آزاد پوستھ 4[ مصطفي و علي
گاه با تکیھو اي تقویت شده با رینگ و استرینگر استوانھ

و استفاده از مدلسازي  کاربرد روش ریلي ریتز  باساده را 
]، آنالیز ارتعاشي  5ھمچنین زاھو و لي [ جام دادند. انگسستھ 

اي چند لایھ دوار با تکیھ گاه ساده و تقویت پوستھ استوانھ
ھاي طولي و محیطي را با استفاده از روش انرژي  کننده

گیري و ھا بھ دو نوع متوسطانجام دادند. اثر تقویت کننده
ای تئوریھ ] 6[روش المان مجزا مدلسازي شدند. روتولو 

ھای جدار نازک برای استفاده در آنالیزھای دینامیکی پوستھ
ھای تقویت شده را مورد مقایسھ قرار داد و نشان داد  پوستھ

ھای تقویت کننده زیاد شود، یا ی بین رینگکھ ھرچھ فاصلھ 
ھا شود در این  طول موج ارتعاشات کوچکتر از این فاصلھ 

ی تقویت تھھای دینامیکی پوسصورت دیگر تعیین مشخصھ
شده دارای دقت کمتری بوده و بنابراین برای یک مدل 

ھای گسستھ کننده باید مثل المانھای تقویتتر رینگکلی
 رفتار کنند. 

با استفاده از روش انرژی بھ  ]7[مصطفی و ھمکاران 
شده ای تقویتتجزیھ و تحلیل ارتعاشات آزاد پوستھ استوانھ

با نتایج دیگر محققان مورد  پرداختند و نتایج بدست آمده را
ھا در این روش تنھا فرض کردند کھ  مقایسھ قرار دادند. آن 

گاه ساده را ارضا  توابع جابجایی، شرایط مرزی تکیھ

] ارتعاشات پوستھ ھای تقویت 8پان و ھمکاران [ کنند.می
شده با رینگ و با شرایط مرزی دلخواه را مورد مطالعھ  

م شده توسط آنھا، جابجاییھای قرار دادند. در تحقیق انجا
گاھای دو  پوستھ بر حسب توابع مثلثاتی بیان گردید و تکیھ
فر صادقی انتھا بھ صورت دیافراگم برشی در نظر گرفتند. 

ای با تقویت ھای استوانھسازی پوستھ]، بھینھ9و ھمکاران[
ھای محیطی و طولی را انجام دادند. آنھا برای تحلیل کننده

ھای مختلف مقطع استفاده کرده و شکلاز روش ریتز 
جعفری و ھا را مورد بررسی قرار دادند. تقویت کننده
با بکارگیری روش ریلی ریتز بر ] 10[ھمکاران 

ھا را بر روی مبنای انرژی، اثر سرعت و تقویت کننده 
ارتعاشات روتورھای کامپوزیتی را با استفاده از 

نھا در تئوری ساندرز مورد بررسی قرار دادند. آ
اثرات نیروی  ،بدست آوردن معادلات حرکت پوستھ

محیطی اولیھ، نیرویھای گریز از مرکز و کریولیس 
ایجاد شده ناشی از چرخش پوستھ را مد نظر قرار 

]، تحلیل ارتعاشات آزاد  11ژیانگ و ھمکاران[دادند. 
ای بھ استفاده از روش موجک انجام ھای استوانھپوستھ

ابجایی را بر اساس سری فوریھ در نظر  دادند. آنھا توابع ج
پاسح دینامیکی و ارتعاشات آزاد پوستھ تقویت شده گرفتند. 

با انحنا سھموی با استفاده از روش انرژی توسط عدالت و 
ھمکاران مورد مطالعھ و بررسی قرار گرفت. آنھا از  

ھای بینی مشخصھ پوستھ تقویت نشده معادل، برای پیش
ھیون و ]. 12ت شده استفاده نمودند[دینامیکی پوستھ تقوی

ای را با استفاده از  ]، ارتعاشات آزاد پوستھ استوانھ13مون [
ھای مختلف پوستھ روش ریلی ریتز و بر اساس تئوری

]، ارتعاشات آزاد  14بررسی نمودند. نقاش و ھمکاران[
پوستھ با شکل دلخواه و با ضخامت متغیر کھ با  

ا بھ روش نوار محدود  استرینگرھایی تقویت شده است ر
ای لاگرانژ برای توابع تحلیل نمودند. آنھا از چندجملھ 

ھا را بھ صورت جابجایی استفاده نمودند و تقویت کننده
 ھای مجزا در نظر گرفتند.المان 

اي ھای استوانھ در این مقالھ، ارتعاشات آزاد پوستھ
تقویت شده طولی برای تکیھ گاه ساده و گیردار تحت بار  

مورد بررسی  ری استاتیکی فشاری بھ روش تحلیلیمحو
ھای قرار گرفتھ است. نتایج بھ دست آمده برای فرکانس

طبیعی با نتایج تحلیلی و تجربی مراجع دیگر مورد مقایسھ 
ھمچنین با توجھ بھ قرار گرفتھ و اعتبار سنجی شده است. 

اینکھ در کارھای انجام شده توسط دیگر محققین، شرایط 
ھ گاه ساده و گیردار صرفا بھ صورت صفر  مرزی تکی

بودن جابجایی ھا و شیب ھا در نظر گرفتھ شده اند، برای 
نوع  4اولین بار برای ھر کدام از شرایط مرزی پیش گفتھ 

قیدھای ھندسی معرفی و مورد تحلیل قرار گرفتھ  مختلف 
تغییرات فرکانس ھای طبیعی، فرکانس پایھ و است و نتایج 

با ھم مورد مقایسھ قرار   ودھای طبیعی آنھاتغییر در شکل م
ھمچنین دقت روش تحلیلی و محدودیت آن در  گرفتھ است. 

استخراج مودھای متقارن و نامتقارن محیطی با استفاده از  
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بھ  مورد بررسی قرار گرفتھ است. نیز روش المان محدود 
ھای طبیعی در حالت بارگذاری علاوه تغییرات فرکانس

تیکی بررسی شده و با رسم نمودار محوری فشاری استا
تغییرات آنھا، بار کمانش نیز تعیین گردید کھ در مقایسھ با 
مراجع دیگر از دقت بسیار خوبی برخوردار بود. ھمچنین 
اثر تقویت بیرونی و داخلی و اثر خارج از مرکزی تقویت 

ھای طبیعی مورد بررسی قرار  ھا بر تغییرات فرکانسکننده
 گرفتھ است.

 
 بط تئوريروا

ــتھ  ــک پوس ــراي ی ــت ب ــادلات حرک ــدف بدســت آوردن مع ھ
ــتوانھ ــابق شــــکل (اســ ــازک مطــ ــخامت 1اي نــ ــا ضــ )، بــ
، مــدول ρ، دانسیتھ جرمــيL، طولR، شعاع hیکنواخت

ــیتھ ــبEالاستیســــــ ــون، نســــــ ــدول  υت پواســــــ و مــــــ
2)1(برشــي υ+= EG ــا تعــداد  Sمــي باشــد. ایــن پوســتھ ب

انــد، استرینگر کھ بھ فواصل یکسان از ھمدیگر قــرار گرفتھ
و  jbsام داراي عــرض ثابــتjتقویت شده است. استرینگر

ھا مــي باشــد. ھــر کــدام از تقویــت کننــدهمي jdsارتفاع ثابت
ھــاي مختلــف و حتــي متفــاوت بــا پوســتھ تواننــد داراي جنس

باشــند. نســبت پواســون، مــدول برشــي، مــدول الاستیســیتھ و 
ام بترتیـــب بـــا پارامترھـــاي jدانســـیتھ جرمـــي اســـترینگر

, , ,ρ υj j j js Es Gs s اند. مشخص شده 

 
 طولي اي تقویت شدهپوستھ استوانھ -1شکل 

 
 انرژي پوستھ

]، انــرژي کرنشــي 1بر اساس تئوري پوستھ نــازک ســندرز[
ھا خمشي و کششي پوستھ بدون در نظر گرفتن تقویت کننــده

 توان بصورت زیر نوشت :را مي

)1( 

2 2
2

2 20 0

2

2 23 2 2 2 2

2 2 4 2 2 2 2

1
2(1 )

2 1 1
2

1 2
24(1 )

2(1 )

L Eh u vU w
x R

u v v uw
R x x R

Eh w w v w w v
x R R x

R

π

ε θυ

υ υ
θ θ

υ
θ θυ θ θ

υ

 ∂ ∂   = + −    ∂ ∂−     
∂ ∂ − ∂ ∂    + − + +     ∂ ∂ ∂ ∂     

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +      ∂ ∂− ∂ ∂ ∂ ∂      

−
+

∫ ∫

22

2

3 1
4 4

w v u Rd dx
x x R

θ
θ θ

 ∂ ∂ ∂ + −  ∂ ∂ ∂ ∂   

 

  

صرفنظر کردن از اینرسي چرخشــي بخــاطر نــازک با 
بودن پوستھ، انــرژي جنبشــي پوســتھ بــدون در نظــر گــرفتن 

 باشد:تقویت کننده بر طبق رابطھ زیر مي
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   استرینگرانرژي 
ام با در نظر گرفتن اثرات jبراي انرژي کرنشي استرینگر

 توان نوشت :دو محوري و پیچش ميکشش، خمش 

)3( 
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ــترینگر ــي اس ــرژي جنبش ــین ان ــر jھمچن ــا در نظ ام ب
ھاي انتقالي در سھ جھــت و اینرســي دورانــي گرفتن اینرسي

 حول دو محور، عبارتست از :
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 انرژي فشار خارجي
ــوري ا ــت مح ــار یکنواخ ــیل فش ــرژي پتانس ــوان را مي pن ت

 بصورت زیر نوشت:
)5( 

dxdR
x
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π
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روابط ھندسي موجود بین تغییر مکانھاي مرکــز ســطح 
)ام jاســترینگر , , )j j jus vs ws  بــا تغییــر مکانھــاي متنــاظر

),,(سطح میاني پوستھ wvu باشد:بصورت زیر مي 
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خــارج از مرکــزي ھــر اســترینگر بصــورت زیــر تعریــف  
 شود:مي

)7(  
2
+

= ± j
j

h ds
es 

کھ علامت مثبــت و منفــی بــھ ترتیــب بــرای اســترینگر 
 رود.بیرونی و داخلی بھ کار می

 ) در معــادلات انــرژي7) و (6بــا جایگــذاري روابــط (
ــادلات  ــده (مع ــت کنن ــت ) مي4و  3تقوی ــرژي تقوی ــوان، ان ت
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ھاي تغییــر مکــان ســطح میــاني ھا را بــر حســب مولفــھکننــده
پوستھ نوشــت و تــابع انــرژي کــل سیســتم را بصــورت زیــر 

 تشکیل داد:

)8( 
 

توابــع زیــر را مــي تــوان بــراي جداســازي متغیرھــاي 
 برد:بکار  tو متغیر زماني  θ,xفضایي
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θ θ

θ θ
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u x t u x n e
v x t v x n e
w x t w x n e

 

ــط  فرکــانس ωشــماره مــود محیطــي و nدر ایــن رواب
 باشد. ارتعاشات مي

 
 شرایط مرزي

اي با تکیھ گاه ساده، چھار نوع شرط براي پوستھ استوانھ
 توان بھ صورت زیر بیان نمود: مرزي را مي 
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3 4
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تــوان بــھ ھمچنین چھار نوع تکیــھ گــاه گیــردار نیــز می

 صورت زیر در نظر گرفت:

)11( 
1 2

3 4

: 0 ;    : 0 ;

: 0 ;    : 0

= = = = =

= = = = = = =

dw dwC w v C w
dx dx
dw dwC w u C w v u
dx dx

 

 
 توابع ریتز

توابع تغییر مکان ریتز طوري باید باشند کھ شــرایط مــرزي 
تــوان فوق را ارضا نمایند. در حالت کلــي ایــن توابــع را مي

یــر در نظــر ھاي خاصــي بصــورت زايبصــورت چندجملــھ
 گرفت:
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) آمـــده اســـت. 1، در جـــدول (Pتوانھـــاي مختلـــف

نشان دھنده دو انتھاي پوستھ در  1و  0، شامل Pھاياندیس
=x0  1و=x باشند. این شکل از توابع ریتــز براحتــي مي

گیري ھستند و ترکیبــات مختلفــي گیري و انتگرالقابل مشتق
باشند. ھمچنین بــا از شرایط مرزي براحتي قابل بررسي مي

)، ھمگرایي تغییر مکانھاي NSافزایش تعداد جملات سري (
 تقریبي بیشتر خواھد شد.

 
 ت حرکتمعادلا

با استفاده از روش ریتز (مینیمم کردن تابع انرژي نسبت بھ 
ضرایب توابع ریتز)، معادلات حرکــت بدســت مــي آینــد. بــا 

ھاي طبیعي و مودھــاي ارتعاشــي حل این معادلات، فرکانس
 بدست خواھند آمد.
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ــط ( ــا جایگــذاري رواب ــا (9ب  ) و8) در رابطــھ (12) ت
)، مــاتریس مشخصــھ سیســتم 13جایگــذاري آن در رابطــھ (

 آید: بصورت زیر بدست مي
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]در رابطھ بالا ]M  و[ ]K  ماتریس جرم و ماتریس
]سفتي پوستھ،  ]jMs  و[ ]jKs ریس جرم و ماتریس مات

ماتریس بارگذاري و   G][ ام،jسفتي استرینگر
Ehpr /)1( 2υλ باشند. بارگذاری مي پارامتر بدون بعد=−

}ھمچنین } { }T
NSNSNS rrqqppC ,.....,,,.....,,,....., 111= 

2بردار ستوني ضرایب ریتز و  2 2 2(1 ) /ν ρ ωΩ = − R E 
 باشد.بدون بعد ميپارامتر فرکانسي 

 
 بھ ازای شرایط مرزی مختلف Pتوانھاي مختلف - 1جدول 

C4 C3 C2 C1 S4 S3 S2 S1 
شرایط 

 مرزی 

1 1 0 0 1 1 0 0 uP 

1 0 0 1 1 0 0 1 vP 

2 2 2 2 1 1 1 1 wP 

 
 لنتایج تحلی

معادلھ فرکانسي براي دو مدل پوستھ تقویــت شــده طــولي بــا 
و تکیــھ گــاه  S1-S1گاه ســاده از نــوع شــرایط مــرزی تکیــھ

ھاي حل شده است. مشخصات پوستھ C1-C1گیردار از نوع
آمده اســت. تفــاوت ایــن دو مــدل در  2تقویت شده در جدول 

باشــد. جــدول نوع تقویت شامل تقویت داخلــی و خــارجی می
سھ بین نتایج تحلیل با نتایج تجربي و تحلیلی موجــود ، مقای3

بــا شــرایط مــرزی تکیــھ  M1در مراجع دیگر را براي مدل 
دھــد کــھ مطابقــت خیلــي نشــان مي S1-S1گاه ســاده از نــوع 

( )
1=

= + + + +∑
S
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j

F U T Us Ts Vp  
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ــابراین میخــوبي مشــاھده مي ــت روش شــود. بن ــوان از دق ت
تحلیلی بھ کار برده شده اطمینــان حاصــل نمــود. ھمچنــین بــا 

اد جملات تابع ریتز، ھمگرایي بھتــر نتــایج قابــل افزایش تعد
مشــاھده اســت. نتــایج تحلیلــي موجــود در ایــن جــدول نشــان 

دھد کھ در نظر گرفتن تعداد شش جملھ براي تــابع ریتــز مي
 باشد.کافي مي

 
ابعاد ھندسي و خواص مکانیکی دو مدل پوستھ تقویت شده  -2جدول 

 طولي

 خصوصیات
ابعاد و 
 مقادیر

  M1 مدل

 اد و مقادیرابع
  M2 مدل

 S 4 4 تعداد استرینگرھا
R (m) 1945/0 شعاع  1945/0  

h (m) 000464/0  ضخامت  000464/0  
L (m) 9868/0 طول  9868/0  

ds (m) 0101/0 ارتفاع استرینگرھا  0101/0  
bs (m) 00104/0 عرض استرینگرھا  00104/0  
 E (Gpa) 200 200   مدول الاستیسیتھ

ρ دانسیتھ  ( Kg/m 3 ) 7770 7770 

ν نسبت پواسون  3/0  3/0  
 خارجي داخلي نوع تقویت

 
ھاي طبیعي را بر حسب  تغییرات فرکانس ،2کل ش

  1،2،3،4بازاي شماره مودھاي طولي nشماره مود محیطي 

m= با ، اخلير دو حالت مختلف استرینگر بیروني و دد
دھد.  نشان مي  M2 و  M1ھای ارتفاع یکنواخت براي مدل

گر خارجي نتوان مشاھده نمود، استریھمانطور کھ مي
ھاي بالاتري را نسبت بھ استرینگر داخلي نتیجھ فرکانس

دھد. ولي این اختلاف در مودھاي پایین کم است و با  مي
افزایش شماره مود طولي، این اختلاف فرکانس بیشتر 

 سوس است.مح

  
ھاي طبیعي بر حسب شماره مود محیطي غییرات فرکانست-2شکل 

 M2 و M1 ي ھاراي مدلب
 

  

 S1-S1با تکیھ گاه ساده M1 ھاي طبیعي با مراجع دیگر براي پوستھ تقویت شده مدلھمگرایي و مقایسھ فرکانس  -3جدول 

 خطا
% 

قادیر م
 تحلیلي

]4[ 

درصد 
 خطا
% 

مقادیر 
 تجربي

]3[ 

 شماره مود ھاي طبیعي ( ھرتز )فرکانس –تحلیل نتایج 
  توابع ریتز   - NS -تعداد جملات  

n 
 
m 8 6 4 3 

8/1- 778 --- --- 8867/763 8867/763 0022/764 6867/805 1 

1 

5/1- 317 --- --- 4105/312 4105/312 4860/312 8287/348 2 
7/1- 159 2/0 156 3143/156 3143/156 3567/156 6912/182 3 
6/0- 6/99 95/0- 100 0496/99 0496/99 0733/99 5108/118 4 
1/3- 5/91 32/0- 89 7107/88 7107/88 7221/88 5458/101 5 
1/0- 106 8/1 104 8633/105 8633/105 8682/105 4129/113 6 
4/3- 142 2/0 137 2738/137 2738/137 2760/137 9655/141 7 
5/0- 178 8/1 174 1028/177 1028/177 1039/177 4947/180 8 

 
مقایسھ نتایج فرکــانس ھــاي طبیعــي  5و  4جداول 

 4بــا M2 بھ روش تحلیلي برای پوستھ تقویت شــده مــدل
نــوع مختلــف تکیــھ گــاه  4نوع مختلف تکیھ گاه ساده و 
) نشان 1و جدول  11و 10گیردار را (مطابق معادلات 

نتــایج تحلیــل  4در جــدول  قابــل توجــھ اینکــھمي دھنــد. 
ز با نتایج تحلیلی مقایسھ مودال بھ روش المان محدود نی

 MSCر برای تحلیل المان محدود از نرم افــزا شده اند.
PATRAN/  NASTRAN  ــتھ ــتفاده شــده اســت. پوس اس

گــره ای  8نــازک  shellتقویت شــده بــھ صــورت المــان 
 50مدل سازی شده است کھ در راســتای طــولی دارای 

المان می باشــد.  60المان و در راستای محیطی دارای 
قــت مشــاھده مــی شــود مطاب 4ر کــھ در جــدول ھمــانطو

و المــان محــدود وجــود بسیار خوبی بــین نتــایج تحلیلــی 
ھ فقــط دارد. تنھا محــدودیت روش تحلیلــی ایــن اســت ک ــ

مودھای محیطی متقارن را می توان استخراج نمود در 
روش المان محدود ھر دو مود متقارن و در صورتیکھ 

محــدودیت بــھ نامتقارن قابــل اســتخراج مــی باشــد. ایــن 
علت شکل مود محیطی متقارن در نظر گرفتھ شــده در 

 ) می باشد. 9معادلھ (
نکتھ دیگری کھ در این جــدول مــی تــوان مشــاھده 

 nنمود اختلاف فرکانس مودھای متقارن و نامتقارن در 
 ھای فرد می باشد.  nھای زوج و عدم اختلاف آنھا در 

ــارن و  4و  3در شـــکل ھـــای  ــای محیطـــی متقـ مودھـ
نشــان داده شــده اســت.  n =5و  n=4امتقارن بــھ ازای ن

 nھمانطور کھ در این شکل ھا دیده می شــود بــھ ازای 
نقــاط زوج، در مــود متقــارن ھمــھ تقویــت کننــده ھــا در 

مود قرار می گیرند و در مــاتریس جــرم و  غیرگره ای
 ،سفتی ھمھ آنھا تاثیر می گذارند امــا در مــود نامتقــارن



 علی نوری، سھراب آسترکی یھوانورد یمھندس یپژوھش -یعلم یھنشر 
 /  62 98بھار و تابستان ، اول، شماره بیست و یکمسال  

ر قسمت گره مود قرار می گیرند تقویت کننده ھا د ھمھ
ــواص  ــر خ ــا ب ــذاری آنھ ــونگی تاثیرگ ــھ چگ و در نتیج

سفتی مجموعھ با مود متقارن متفــاوت بــوده و جرمی و 
تری را نتیجــھ مــی  طبیعی پایین ھای در نتیجھ فرکانس
فرد، توزیع تقویت کننده ھا در نقاط  nدھد. اما بھ ازای 

و نامتقــارن گره ای و غیر گره ای در مودھای متقارن 
(نیمی از آنھا در نقاط گره ای و نیمــی  یکسان می باشد

ــاط غیــر گــره ای ــد دیگــر در نق و در  )قــرار مــی گیرن
نتیجھ چگونگی تاثیر آنھــا بــر خــواص جرمــی و ســفتی 

ھــر دو  مجموعھ یکسان بــوده و فرکــانس ھــای طبیعــی
ن موضوع کاملا در جدول حالت یکسان می باشد کھ ای

 مشھود است.  4
 

 

 
 m= 1و  n= 4مودھای ارتعاشی بھ ازای  -3شکل 
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 نوع مختلف تکیھ گاه ساده 4با   M2براي پوستھ تقویت شده مدل  مقایسھ نتایج فرکانس ھاي طبیعي -4جدول 
 شماره مود فرکانس ھاي طبیعي (ھرتز)

S4-S4 S3-S3 S2-S2 S1-S1 
m        n 

 تحلیلي المان محدود
المان  
 محدود

 تحلیلي دودالمان مح تحلیلي
المان  
 محدود

 تحلیلي

-- 
-- 

-- 
966 

-- 
-- 

-- 
461 

-- 
-- 

-- 
440 

-- 
-- 

-- 
769 1 1 

516 
566 

-- 
519 

421 
453 

-- 
416 

289 
302 

-- 
294 

318 
331 

-- 
322 2  

306 
306 

-- 
304 

285 
285 

-- 
282 

165 
165 

-- 
163 

168 
168 

-- 
167 3  

198 
202 

-- 
201 

192 
196 

-- 
194 

106 
109 

-- 
108 

106 
109 

-- 
109 4  

153 
153 

-- 
154 

152 
152 

-- 
151 

97 
97 

-- 
96 

97 
97 

-- 
96 5  

140 
144 

-- 
143 

139 
143 

-- 
142 

110 
114 

-- 
111 

110 
114 

-- 
111 6  

159 
159 

-- 
158 

158 
158 

-- 
157 

143 
143 

-- 
141 

143 
143 

-- 
141 7  

184 
195 

-- 
189 

184 
195 

-- 
189 

179 
189 

-- 
180 

179 
189 

-- 
180 8  

235 
235 

-- 
231 

235 
235 

-- 
231 

233 
233 

-- 
226 

233 
233 

-- 
226 9  

281 
296 

-- 
281 

281 
296 

-- 
281 

276 
294 

-- 
278 

276 
294 

-- 
278 10  

-- 
-- 

-- 
1873 

-- 
-- 

-- 
1038 

-- 
-- 

-- 
771 

-- 
-- 

-- 
1859 1 2 

-- 
-- 

-- 
1098 

-- 
-- 

-- 
801 

-- 
-- 

-- 
690 

-- 
-- 

-- 
999 2  

702 
702 

-- 
696 

607 
607 

-- 
604 

546 
546 

-- 
542 

582 
582 

-- 
579 3  

471 
478 

-- 
477 

440 
447 

-- 
445 

342 
361 

-- 
365 

357 
377 

-- 
374 4  

355 
355 

-- 
354 

343 
343 

-- 
340 

272 
272 

-- 
268 

274 
274 

-- 
271 5  

275 
288 

-- 
286 

270 
282 

-- 
279 

202 
225 

-- 
222 

204 
226 

-- 
223 6  

260 
260 

-- 
256 

255 
255 

-- 
252 

213 
213 

-- 
211 

213 
213 

-- 
211 7  

251 
259 

-- 
257 

250 
257 

-- 
254 

218 
229 

-- 
226 

218 
229 

-- 
226 8  

279 
279 

-- 
277 

278 
278 

-- 
276 

259 
259 

-- 
257 

259 
259 

-- 
257 9  

308 
317 

-- 
314 

308 
317 

-- 
314 

298 
307 

-- 
301 

298 
307 

-- 
301 10  
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براي پوستھ تقویت شده  مقایسھ نتایج فرکانس ھاي طبیعي -5جدول 
 نوع مختلف تکیھ گاه گیردار 4با  M2مدل 

 شماره مود فرکانس ھاي طبیعي بھ روش تحلیلي (ھرتز)

C4-C4 C3-C3 C2-C2 C1-C1 n m 
974 620 558 771 1 1 
531 495 327 332 2  
315 313 184 185 3  
210 210 129 133 4  
161 161 116 120 5  
149 149 126 129 6  
162 162 152 153 7  
193 193 187 188 8  
234 234 231 232 9  
284 284 282 282 10  

1879 1157 994 1864 1 2 
1117 947 919 1011 2  
720 691 594 600 3  
502 497 404 405 4  
376 376 306 308 5  
307 307 260 263 6  
276 276 246 248 7  
273 273 255 257 8  
292 292 281 283 9  
327 327 320 321 10  

 
 

 

 
 m= 1و  n= 5مودھای ارتعاشی بھ ازای  -4شکل 

 
ھمچنین چگونگی تغییرات فرکانس ھای طبیعی بر 

و    =1mو2حسب تعداد موج محیطی در مودھای خمشی 
نشان   6و  5برای شرایط مرزی پیش گفتھ در شکل ھای 

 داده شده اند.  
ھمانطور کھ در این شکل ھا و جداول می توان 
مشاھده نمود کمترین فرکانس پایھ مربوط بھ تکیھ گاه ھای 

S2-S2 و C2-C2  می باشند و تکیھ گاه ھایS4-S4  وC4-
C4 .بیشترین فرکانس پایھ را دارا می باشند 

فرکانس پایھ  C2و  S2ھمچنین در تکیھ گاه ھای نوع 
 C4و  S4رخ می دھد اما در تکیھ گاه ھای نوع  =5nدر 

ایجاد می شود و بھ عبارتی فرکانس  =6nفرکانس پایھ در 
و  S2پایھ تغییر مود می دھد. بھ علاوه تکیھ گاه ھای نوع 

C2  ھمواره کمترین فرکانس ھای طبیعی را دارند و تکیھ
بیشترین فرکانس ھای طبیعی را بھ  C4و  S4گاه ھای نوع 

زای موج ھای محیطی و طولی مختلف نتیجھ می دھند اما ا
ھای   n ھای پایین این اختلاف ھا بیشتر ھستند و در  n در 

بالا اختلاف بین نتایج تکیھ گاه ھای مختلف کاھش می یابند. 
، این نتایج 1)  و جدول 11) و (10با توجھ بھ معادلات (

 C2و  S2قابل توجیھ فیزیکی می باشند. تکیھ گاه ھای نوع 
دارای کمترین قید و در نتیجھ دارای پایینترین فرکانس ھای  

 طبیعی و پایینترین فرکانس پایھ 
 C4و  S4می باشند. از طرفی دیگر تکیھ گاه ھای نوع 

دارای بیشترین قید و در نتیجھ دارای بیشترین فرکانس ھای 
 طبیعی و بیشترین فرکانس پایھ می باشند.

وش تحلیلی بھ دست آمده در  با توجھ بھ دقت نتایج ر
  3ول جع دیگر کھ در جداین تحقیق در مقایسھ با نتایج مرا

ارائھ گردید و عدم وجود نتایج فرکانس ھای طبیعی برای 
نوع تکیھ  4نوع تکیھ گاه ساده و  4( شرایط مرزی مختلف

مرجع خوبی  7و  6نتایج ارائھ شده در جداول ، گاه گیردار)
مرزی مختلف می تواند مورد  برای محققان برای شرایط

 استفاده قرار بگیرد.
شکل مود ھای طبیعی پوستھ  10الی  7در شکل ھای 

در راستای طولی بھ ازای چند نوع مختلف تکیھ گاه ھای 
پیش گفتھ نشان داده شده اند. ھمانطور کھ در این شکل ھا  

در   Wمی توان مشاھده نمود در تمامی آنھا مقدار جابجایی 
  Vو  Uپوستھ برابر صفر می باشد اما مقادیر دو انتھای 

متناسب با نوع تکیھ گاه صفر و یا غیر صفر می باشند 
) کھ نشان دھنده  1و جدول  11و 10(مطابق معادلات 

صحت حل تحلیلی و ارضا شدن قیدھای ھندسی می باشند.  
نوع گیردار صفر بودن شیب   ھمچنین در تکیھ گاه ھای 

∂جابجایی شعاعی (
=

∂
W
x

) در دو انتھای پوستھ کاملا 0

 مشھود می باشد.
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  4با  M2تغییرات فرکانس ھای طبیعی پوستھ تقویت شده مدل  -5شکل 

 نوع مختلف تکیھ گاه ساده
 

با شرایط مرزی تکیھ گاه ساده از   M2در ادامھ مدل 
تحت بار  C1-C1گاه گیردار از نوع و تکیھ S1-S1نوع 

فشاری حل شده است و اثر شرایط  محوری استاتیکی
ھای طبیعی مرزی و بار محوری بر روی تغییرات فرکانس

 و فرکانس پایھ ارائھ گردید. 
ھا را بر اثر تعداد تقویت کننده ،14 الي  11 ھايشکل

گاه ساده با تکیھ M2ھاي طبیعي براي مدل تغییرات فرکانس
 ھاي تقویت شده خیلي سبکراي حالتب S1-S1از نوع 

کوچک ي یلخ ds/bs ھانسبت ارتفاع بھ عرض تقویت کننده(
نسبت ارتفاع بھ (سبک، سنگین و خیلي سنگین  ،باشد)

شان ن ،بزرگ باشد)ي یلخ ds/bs ھاعرض تقویت کننده
ابل ذکر است کھ براي این مدل پوستھ، مقادیر قدھند. مي

ده ولي ونب 2ھا و ارتفاع آنھا مطابق جدول تعداد تقویت کنند
  باشند. یھ خصوصیات مطابق جدول ذکر شده ميبق

 
  4با  M2تغییرات فرکانس ھای طبیعی پوستھ تقویت شده مدل  -6شکل 

 نوع مختلف تکیھ گاه گیردار
 

 
 S2-S2مودھای ارتعاشی تکیھ گاه ساده از نوع  -7شکل 
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 S4-S4از نوع  مودھای ارتعاشی تکیھ گاه ساده -8شکل 

 
 

 
 C2-C2از نوع  اشی تکیھ گاه گیردارمودھای ارتع -9شکل 

 

 
 C4-C4از نوع   مودھای ارتعاشی تکیھ گاه گیردار -10شکل 

 

 
تقویت  ھاي طبیعي بر حسب تعدادتغییرات فرکانس -11کل ش 

 الت تقویت شده خیلي سبکح ھاکننده
 

ي مختلف، عرض تقویت ھا ds/bsبراي نسبت 
ر این  دده است. ھا ثابت و ارتفاع آنھا تغییر داده ش کننده

ھا، شود کھ با افزایش تعداد تقویت کنندهشکلھا مشاھده مي
فرکانس بعضي از مودھاي محیطي افزایش و برخي دیگر 

ھا، نرخ ولي با افزایش تعداد تقویت کننده. یابندکاھش مي
ھا کاھش یافتھ و در برخي موارد نیز ثابت افزایش فرکانس 

 ،Sھاي پایین ھ در محدودهماند. ھمچنین فرکانس پایباقي مي
اي روند کاھشي دارد. این  روند افزایشي و بعد از محدوده

  (Mode Switching)نوع رفتار بخاطر تغییر مود محیطي
توان مشاھده باشد. ھمچنین ميوط بھ فرکانس پایھ ميبمر

ھا، نمود کھ با افزایش نسبت ارتفاع بھ عرض تقویت کننده
یینتري رخ داده و تعداد دفعات ھاي پا Sاین تغییر مود در 
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در طي  )14یابد بطوریکھ براي شکل (آن نیز افزایش مي
و سپس بھ   n=6بھ  n=5سھ مرحلھ فرکانس پایھ از مود

 .یابدانتقال مي n =7مود
 

 
ھاي طبیعي بر حسب تعداد تقویت تغییرات فرکانس -12کلش 

 الت تقویت شده سبکحھا کننده
 

 
ھاي طبیعي بر حسب تعداد تقویت فرکانس تغییرات -13کلش 

 نگینس الت تقویت شده حھا کننده
 

ھا ي تقویت سبک، میزان تاثیر تقویت کنندهھادر حالت
در افزایش انرژي جنبشي مجموعھ بیش از تاثیر آنھا در  
انرژي پتانسیل بوده و در نھایت با افزایش تعداد تقویت 

ایش یافتھ و  ھا، جرم مودال بیشتر از سفتي مودال افز کننده
ھاي طبیعي مي شود. در حالت  باعث کاھش در فرکانس

تقویت سنگین، بعلت بزرگ شدن پارامتر خارج از مرکزي  
ھا، درصد افزایش انرژي پتانسیل بیش از  تقویت کنند

ھاي درصد افزایش انرژي جنبشي بوده و افزایش فرکانس
شود کھ باعث ایجاد طبیعي در بعضي از مودھا مشاھده مي

شود. از ھاي طبیعي ميقاطع در نمودار تغییرات فرکانست
توان نتیجھ گرفت کھ ھمیشھ افزایش تعداد  این شکلھا مي

شود بلکھ ھا باعث افزایش فرکانس طبیعي نميتقویت کننده
اي افزایش تعداد آنھا مناسب است و بعد از آن اثر تا محدوده

معکوس خواھد داشت. از طرفي دیگر اثر خارج از  
رکزي تقویت کننده پارامتر مھمي است کھ باید مد نظر م

 قرار گیرد و حتي الامکان بزرگ انتخاب شود.

 

 
ھاي طبیعي بر حسب تعداد تقویت تغییرات فرکانس -14کل ش 

 نگینس الت تقویت شده خیلي حھا کننده
 

، اثر بار محوري استاتیکي فشاري 14و  13ھاي شکل
 گاه سادهبا تکیھ M2مدل ھاي طبیعي، براي را بر فرکانس

بھ ازای دو  ، C1-C1از نوع و گیردار  S1-S1از نوع 
دھند. ھمانطور کھ  ھا نشان ميمقدار برای تعداد تقویت کننده

توان مشاھده نمود با افزایش بار محوري فشاري، مي
توان یابند. از این شکلھا مي ھاي طبیعي کاھش ميفرکانس

ست آورد. در حقیقت بار بار کمانش استاتیکي را نیز بد
محوري فشاري کھ بھ ازاي آن فرکانس پایھ پوستھ بھ صفر 

باشد. براي پوستھ با تکیھ گاه ساده برسد، بار کمانش مي
شود ولي براي  ایجاد مي  =1mو  =5nکمانش در مود 

کند. براي پوستھ با تعداد گاه گیردار وضعیت تغییر ميتکیھ
افتد.   اتفاق مي =1mو  =5nاسترینگر کم، کمانش در مود 
ھا نھ تنھا بار کمانش افزایش ولي با افزایش تعداد استرینگر
با  یابد.انتقال مي =1m و =6nمي یابد بلکھ کمانش بھ مود 

مقادیر بار کمانش برای  16و  15ھای توجھ بھ شکل 
ھای پیش گفتھ و با تعداد مختلف استرینگر شرایط مرزی
ست. ھمانطور کھ در این استخراج شده ا 6مطابق جدول 
توان مشاھده نمود بھ ازای مقادیر مختلف جدول نیز می

ھا در پوستھ با تکیھ گاه ساده، کمانش در تعداد تقویت کننده
5n= دھد اما برای تکیھ گاه گیردار، در مقادیر کم رخ می

است و با افزایش   =5n ھا مد کمانش درتعداد تقویت کننده
 یابد.تغییر می =6nمانش بھ تعداد استرینگرھا مد ک
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ھاي طبیعي بر حسب بار محوري فشاري تغییرات فرکانس -15شکل 

 ھاي محیطي و طولی مختلفبازاي مود تکیھ گاه ساده
 

با دو شرط مرزی مختلف و تعداد  M2بار کمانش مدل  -6جدول 
 ھای مختلفتقویت کننده

 -C1تکیھ گاه گیردار
C1 تکیھ گاه ساده S1- S1 اد تعد

شماره  استرینگر
 مود

بار کمانش 
 (کیلوگرم)

شماره 
 مود

بار کمانش 
 (کیلوگرم)

5n=  
1m= 

286 

5n=  
1m= 

 

185 4 
350 213 8 

6n=  
1m= 

403 243 12 
452 271 16 
497 300 20 
541 328 24 

 
ھاي طبیعي بر حسب بار محوري فشاري تغییرات فرکانس -16شکل 

 ھاي محیطي و طولی مختلفاي مودباز تکیھ گاه گیردار
 

 نتیجھ گیری
ای تقویــت ھای اســتوانھدر این تحقیق ارتعاشــات آزاد پوســتھ

شده طولی تحــت بــار محــوری فشــاری اســتاتیکی بــھ روش 
تحلیلی و بھ ازای دو شرط مرزی تکیھ گاه ســاده و گیــردار 
ــوری  ــی از تئ ــت. در روش تحلیل ــرار گرف مــورد بررســی ق

ادلات از روش ریتز استفاده گردید و سندرز و برای حل مع
ھــای مجــزا در نظــر گرفتــھ ھا بھ صــورت المانتقویت کننده

شدند. برای شرایط مرزی پیش گفتھ بھ ازای مقادیر مختلف 
ھا، برخــی نتــایج بار محوری و تعــداد مختلــف تقویــت کننــده

ھای طبیعی و فرکانس پایھ ارائھ شد. نتــایج تغییرات فرکانس
ــی و ھــای طبفرکانس ــار تجرب ــا ک ــق ب ــی حاصــل از تحقی یع

تحلیلی مراجع دیگر مقایسھ گردید و مطابقت خوبی مشــاھده 
شد. در نتایج جداول و نمودارھا مشــاھده گردیــد کــھ تقویــت 

ــده ــدهکننـ ــت کننـ ــتر از تقویـ ــی بیشـ ــی ھای بیرونـ ھای داخلـ
در روش تحلیلی بھ دھند. ھای طبیعی را افزایش میفرکانس

نــوع مختلــف تکیــھ  4کیھ گــاه ســاده و نوع مختلف ت 4ازای 
گاه گیردار نتــایج تغییــرات فرکــانس ھــای طبیعــی، فرکــانس 

 4مــدل بــا ھمچنــین  پایھ و شکل مودھای طبییعی ارائھ شد. 
بھ روش المان محــدود نیــز مــورد تحلیــل  نوع تکیھ گاه ساده

قرار گرفت کھ تطابق بســیار خــوبی بــا نتــایج روش تحلیلــی 
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وه در نتایج المان محدود بھ ازای ھــر مشاھده گردید. بھ علا
n دو مود محیطی متقارن و نامتقارن اســتخراج گردیــد امــا ،

روش تحلیلــی فقــط توانــایی اســتخراج مــود ھــای متقــارن را 
دارد. ھمچنین مقدار عددی فرکانس ھــای طبییعــی مودھــای 

ھای  n ھای فرد یکسان بوده و در  nمتقارن و نامتقارن در 
ــتلا ــدیگر اخ ــاطر زوج باھم ــتلاف بخ ــن اخ ــھ ای ــد ک ف دارن

متقاوت بودن قرارگیری تقویت کننده ھا در نقــاط گــره ای و 
در نتایج جــداول و  غیر گره ای در این دو حالت می باشند.

و  S4نمودارھا مشاھده گردید کھ تکیھ گــاه ھــای ســاده نــوع 
دارای بیشترین مقــادیر فرکــانس ھــای طبیعــی و  C4گیردار 

و  S2نس پایھ و تکیھ گاه ھای ساده نوع بالاترین مقدار فرکا
دارای کمتــرین مقــادیر فرکــانس ھــای طبیعــی و  C2گیردار 

پایینترین مقــدار فرکــانس پایــھ ھســتند. علــت ایــن مســئلھ بــھ 
ترتیب، بھ خاطر وجود بیشترین قیــد ھندســی و کمتــرین قیــد 

ھمچنین چگونگی ھندسی در این نوع تکیھ گاه ھا می باشد. 
طبیعــی بــھ ازای افــزایش بــار محــوری  ھــایکاھش فرکانس

ــد.  ــان داده ش ــردار نش ــاده و گی ــاه س ــھ گ ــوع تکی ــرای دو ن ب
ــد. بــھ  ــامیکی تعیــین ش ــار کمــانش از روش دین ــین ب ھمچن
عبارتی دیگر تحت بار محوری کھ فرکانس پایــھ پوســتھ بــھ 

باشد کھ بھ ازای مقــادیر مختلــف صفر برسد، بار کمانش می
شدند. در نتــایج مشــخص شــد کــھ ھا تعیین تعداد تقویت کننده

برای تکیھ گاه ساده مد کمانش بدون تغییر بود امــا در تکیــھ 
ھا، مــد کمــانش نیــز گاه گیردار با تغییــر تعــداد تقویــت کننــده

گاه گیــردار تغییر نمود. بھ علاوه بار کمانش پوســتھ بــا تکیــھ
 باشد.بھ مراتب بیشتر از تکیھ گاه ساده می
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