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 چکیده
در این پژوهش رفتار ارتعاشی یک ورق کامپوزیتی چند لایه یک سر گیردار در حضور جرم گسترده به فاصله دلخواه از سر گیردار بررسیی شیده   

یتز استفاده شده است. در این روش انیریی کرنشیی ورق   ر-های طبیعی با انتخاب مودهای فرضی از روش ریلیاست. به منظور استخراج فرکانس

هیای  فرکیانس  ،مقدار وییژه  ۀلئشده بصورت انریی جنبشی برای سیستم لحاظ شده است. پس از حل مساسبه شده و اثر جرم گستردۀ اضافهمح

چهیار  ده نسبت بیه سیر گییردار ورق بیر     طبیعی و افت آنها برای ورق با و بدون جرم گسترده مقایسه شده است. اثر دوری و نزدیکی جرم گستر

مورد بررسی قرار گرفته است. همچنین اثر طول گستردگی یک جرم مشخص بر رفتار ارتعاشی ورق بررسی شده اسیت. نتیای    فرکانس اول ورق 

در حیالی کیه    شیت تیری وواهنید دا  افت محسوس اول و دوم های طبیعیباشد، فرکانس از سر گیردار دورتردهد هر چه جرم گسترده نشان می

های کمتر بیرای ییک جیرم مشیخص منجیر بیه       . همچنین استفاده از طولبرای فرکانس سوم و چهارم بستگی به موقعیت جرم اضافه شده دارد

هیای  افزایش چگالی جرم اضافه شده در یک موقعیت مشخص بر فرکیانس  علاوه بر این، شود.می دوم و چهارمدر مودهای  کمترین افت فرکانس

بیرای  چینیی بهینیه و کارآمید    لاییه  ،های متفاوتچینیلایه ۀلایه با زاوی چنددر انتها با فرض  .دهدها را نشان میکاهش پیوسته فرکانس طبیعی

 گردد.پیشنهاد میدر هر مود ارتعاشی داشتن حداکثر فرکانس 

 ریتز-، ریلیاضافه شدهورق یک سرگیردار، کامپوزیت، ارتعاشات آزاد، فرکانس طبیعی، جرم  های کلیدی:واژه

 

 

Vibration Behavior of a Laminated Composite Cantilever Plate with 

an Attached Strip Mass 
 

Nader Vahdat azad, Hossein Soleimani, Abazar Vahdat azad 

 

Abstract 
In this study the vibration behavior of a laminated composite cantilever plate with an attached strip mass 

was studied. In order to extract natural frequencies, the Rayleigh-Ritz method was used by choosing 

selected shape functions. In this method, strain energy of the plate is calculated and the effect of attached 

mass is considered as kinetic energy for the system. After reaching an eigenvalue problem, natural 

frequencies of the plate and their reduced due to attached mass are compared. For the attached mass, the 

effect of distance from the clamped edge on first four natural frequencies is studied. Results has shown 

that for first and second natural frequencies moving the mass toward the free edge causes frequency 

reduction while for the third and fourth natural frequencies, it depends on the position of mass. Also, the 

investigation on the length of attached mass has shown that using smaller strip of mass makes the lowest 

frequency reduction for the second and fourth modes. Moreover, for a specific position of attached mass, 

results have shown that natural frequencies reduce continuously by increasing the mass density. At the 

end, by considering a specific laminate with different orientation of layers, the optimum lay-up for the 

maximum of natural frequency for each mode is recommended.  

Key words: Cantilever plate, Composite, Free vibration, Natural frequency, Attached mass, Rayleigh-

Ritz 
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 مقدمه

های اویر صفحات چند لایه کامپوزیتی در صنعت در سال

هیای  های جدید علوم مهندسی وارد شیده اسیت. سیازه   و زمینه

از ساوته شده از این مواد در معرض شرایط متفاوت بارگیذاری  

و مسیتییلی  هیای مربعیی   ورقهستند. جمله بارهای دینامیکی 

فضا دارند. بیه  کاربرد وسیعی در مهندسی عمران، مکانیک و هوا

و، ورق و رهای هیوایی، درییایی و ویود   طور کلی در بیشتر سازه

هیا در بسییاری میوارد در    سیازه . ایین  [1]پوسته بکار رفته است

از بیین انیواش شیرایط    هیای ارتعاشیی هسیتند.    معرض بارگذاری

ها، ورق یک سر گیردار به دلیل شرایط مرزی متفاوت برای ورق

مرزی پیچیده کمتر بررسیی شیده اسیت در حیالی کیه کیاربرد       

شیود. بیه عنیوان نمونیه در صینعت      فراوانی برای آن یافیت میی  

توان با ییک ورق ییک سیر گییردار     را می هوانوردی بال هواپیما

معادل قرار داد و یا سیوح کنترلی بیال و دم همگیی ورق ییک    

ها له ارتعاشات آزاد و اجباری آن سالئسر گیردار هستند که مس

 .  [2]شده است بررسیتوسط محققین 

-بارگذاری به صورت جرمی از سیسیتم  دارایله ورق ئمس

-د. بوردهای الکتریکی و پاییه صیفحه  های الکترونیکی شروش ش

توانید ورق مسیتییلی در نظیر گرفتیه شیود کیه       ها میمانند آن

کنید و در معیرض بارگیذاری    تعدادی جرم متمرکز را حمل میی 

ارتعاشات آزاد یک  1596گورمن در سال  .[1]ارتعاشی قرار دارد

. او به کمیک روش  [3]ورق یک سر گیردار ایزوتروپ را حل کرد

-جمع آثار مودهای متقارن و پادمتقارن را برای ورق بیا نسیبت  

ت ارتعاشیا  1551بوآی در سال های منظری متفاوت تقریب زد. 

آزاد یک صفحه مستییل شکل ایزوتروپ دارای جرم متمرکز را 

بررسییی کییرد. او بییه کمییک روش ریتییز و توابییع پایییه مثلثییاتی  

له را بیرای انیواش شیرایط    ئتغییرشکل صفحه را تقریب زد و مسی 

لیین بیار   بیرای او  2992. کمپیاز در سیال   [1]مرزی میالعه کرد

ارتعاش آزاد ورقی را که دارای جرم توزییع شیده اسیت بررسیی     

. تیا پییش از آن میالعیات بالبیا بیر روی تییر بیا جیرم         [9]کرد

. شید ا ورق دارای جرم متمرکز محدود میگسترده یکنواوت و ی

یستم را استخراج کیرد و بیه کمیک روش    او معادلات حرکت س

دار ویژه تبیدیل کیرد تیا بیه     له مقئله را به یک مسئگلرکین مس

های طبیعی سیستم منجر گردد. او دریافیت کیه مکیان    فرکانس

ای بییر رفتییار ورق دارد. او قرارگیییری جییرم اثییر قابییل ملاحظییه

همچنین اثر افزایش جرم در یک موقعیت مشیخص را بیر چنید    

اثر  2992. ونگ در سال [9]ول ورق بررسی کردشکل مودهای ا

توده جرمی به صورت گسترده را بر پاسخ ارتعاشی ورق بررسیی  

لی از روش . او به منظور محاسبه پاسخ صیفحه مسیتیی  [6]کرد

در آن میالعه اثر تغییرشیکل برشیی و   . ریتز استفاده کرد-ریلی

لیو و  علیی بیگ  2992. در سیال  ه بیود اینرسی دورانی لحاظ نشد

همکاران ارتعاشات آزاد یک ورق چندلاییه مسیتییل شیکل بیه     

. آنهیا بیه منظیور حیل     [1]همراه توده جرمی را بررسیی کردنید  

بیه کمیک اصیل همیلتیون      له از تئوری مرتبه سوم برشیی ئمس

با توجه بیه چهیار طیرف مفصیل بیودن ورق، از       استفاده کرده و

توابع تقریب سیری فورییه کمیک گرفتنید. آنهیا دریافتنید کیه        

های طبیعی ورق به مقدار بارگذاری جرمی و مکیان آن  فرکانس

های یح توزیع جرم، فرکانسوابسته است. همچنین با افزایش س

 2911. علیی بخشیی در سیال    [1]یابندطبیعی ورق افزایش می

مسییتییلی کییامپوزیتی کییه جییرم  ارتعاشییات آزاد یییک صییفحه

. او معیادلات را بیه   [9]گسترده دو بعدی داشت را بررسیی کیرد  

شده استخراج کرد و اثیر  اصلاح ۀکمک تئوری صفحات دو متغیر

نسییبت منظییری ورق، انییدازه و موقعیییت جییرم گسییترده را بییر  

ارتعاشات آزاد ورق بررسی کرد. در ادامه علیی بخشیی در سیال    

در یک ورق چند لایه کامپوزیتی مستییلی دارای جیرم   2912

ر رفتیار ارتعاشیی ورق بررسیی    گسترده، اثر ناهمسیانگردی را بی  

بعدشییده اثییر . او بییا میالعییه پییارامتری فرکییانس بییی [2]کییرد

چهیار طیرف مفصیل    ناهمسانگردی روی ارتعاشات آزاد صیفحه  

د. علیی  داد میالعه قرار چینی متفاوت موربرای چندین نوش لایه

ارتعاشات آزاد یک ورق مسیتییل شیکل    2911بخشی در سال 

دارای یک جرم گسترده داییروی در حیال دوران    کهکامپوزیتی 

ای . اثر دوران دیسیک بیا سیرعت زاوییه    [5]است را بررسی کرد

دلخواه بر روی ورق به صورت انریی جنبشی به انریی جنبشیی  

شیرایط میرزی ورق چهیار    در میالعیه او  ورق اضافه شده است. 

طرف مفصل درنظر گرفته شده است و اثر پارامترهیای متفیاوت   

 بررسی شده است.

ای و ییا  هرچند تحقیقاتی در زمینه ارتعاشات ورق با جرم نقییه 

بعدی وجود دارد، درنظر گرفتن جرم صورت دوشده بجرم توزیع

بصورت یک نوار نازک و لحاظ کردن آن به صیورت توزییع ییک    

بعییدی تییاکنون درنظییر گرفتییه نشییده اسییت. در اییین پییژوهش  

ارتعاشات آزاد یک ورق یک سر گیردار بیه همیراه جیرم طیولی     

تواند مدلی می مسئلهشده روی آن بررسی شده است. این توزیع

ساده از بال یک هواپیما باشد و توزیع جرم نیز متعلقیات نصیب   

این  وابطانند موتور و یا مخزن سووت هستند. رشده روی بال م
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بیه کمیک   اسیتخراج شیده،   با استفاده از اصل همیلتیون   مسئله

و بیه   توابع تقریب اولیه برای ورق ییک سیر گییردار حیل شیده     

اسیت.   قدار ویژه منجر شیده م مسئلهریتز به -کمک روش ریلی

ابتدا دوری و نزدیکی جرم به سر گیردار بررسی شیده اسیت. در   

از سیر گییردار    جرم گسیترده فاصله نظر گرفتن با ثابت در ادامه

های گستردگی بر فرکانس اندازهموثر جرم یعنی  اندازه، اثر ورق

در مرحله بعد اثیر افیزایش جیرم بیر     طبیعی بررسی شده است. 

طبیعی در دو موقعیت متفاوت جرم بررسیی شیده    هایفرکانس

بییا زاویییه چینییی  در نهایییت بییرای یییک چنیید لایییه    اسییت. 

 , , , ,            اثر تغییر زاوییه بیر هیر فرکیانس طبیعیی

و سازه در حالت ورق با جرم و بدون جرم مقایسیه شیده اسیت    

ورق در لایییه چینییی بهینییه بییرای افییزایش پایییداری ارتعاشییی  

 پیشنهاد شده است.های فرکانسی متفاوت دهمحدو

 

 مسئلهتعریف 

و ضخامت  L، طول  Cورق مستییلی با عرض  1شکل 

 دهد.را نشان می hکلی 

 

 

 هندسه ورق یک سر گیردار با جرم اضافه شده – 1شکل 

 

رزی ورق یک سرگیردار درنظر گرفته شده اسیت  شرایط م

بدین معنی که ورق از یک طرف در راستای عرض وود گییردار  

از لبیه   0Lو از سه طرف دیگر آزاد اسیت. بیه فاصیله مشیخص     

بعدی بر روی ورق یکمتقارن صورت توزیع گیردار ورق جرمی ب

. شیود درنظر گرفتیه میی   0Cگستردگی آن سوار شده است که 

دستگاه مختصات عمومی در لبه صیفحه تعرییش شیده اسیت و     

مرکز آن در صفحه میانی ورق قرار دارد. در ادامه فرض بیر ایین   

 است که جابجایی ورق یعنی , ,u v w  هر سه راستا درنظیر  در

0دامنییه هندسییه صییفحه بصییورت    گرفتییه شییود.  x C  

0و y L  و
2 2

h h
z   شود.تعریش می 

 

 روابط حاکم

ریتز بر پایه این فرض اسیتوار اسیت کیه فیرم     -روش ریلی

-کلی جواب بصورت جمع ضریبی از توابع معلوم تقریب زده می

توابع پایه اولییه بایسیتی شیرایط میرزی هندسیی را       .[19]شود

ارضاء کنند. مزیت اسیتفاده از روش انیریی نسیبت بیه معادلیه      

دیفرانسیل عدم نیاز به ارضای شرایط مرزی نیرویی است که در 

بسیاری از مسائل از جمله صفحه یک سیر گییردار نییاز نیسیت     

رضاء کننید.  توابع پایه اولیه شرایط مرزی پیچیده نیرویی را نیز ا

جنس صفحه چندلاییه کیامپوزیتی فیرض شیده اسیت. توزییع       

شیود.  هر لایه بصورت ارتیوتروپ فیرض میی   در مشخصات ماده 

لایه بصورت رابییه  های تنش در یک چندرابیه کرنش با منتجه

 .[11]( است1)
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ین رابیه ماتریس سختی داول صیفحه مییابم معادلیه    که در ا

 .[11]شود( استخراج می2)
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مییابم   ماتریس کوپل بین سختی داول صفحه با وارج صفحه

( و همچنین سختی ومشیی ییا ویارج از صیفحه بیر      3معادله )

 .[11]آید( بدست می1اساس رابیه )
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ماتریس  
ijQ    برای هر لایه بر اسیاس زاوییه   آن محاسیبه

. روابیط مربوطیه   تک لایه است 1ز راستای انحراف اشود که می

هیا و انحناهیای صیفحه    کیرنش  انید. آورده شیده  [11]در مرجع 

 .[11]شوند( تعریش می9روابط )میانی چندلایه نیز بصورت 
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 توان نوشتمی( 6طبم رابیه )با توجه به تعریش انریی کرنشی 

 

(6)  
1

2
ij ij

V
U dV   

بیرای ییک ورق   و با جاگذاری بیه رابییه کلیی انیریی کرنشیی      

 .[12]آید( بدست می9کامپوزیتی معادله )

 

(9)  0 0
(

)

L C

x y y xy xy
x

x x y y xy xy

U N N N

M M M dxdy

  

  

  

  

  

ی دو بخش انریی ادار( 2میابم رابیه )انریی جنبشی نیز 

جرم اضافه شده  ورق کامپوزیتی و انریی جنبشی برایجنبشی 

 باشد.می

 

(2)  total plate mass
T T T  

های عرضی و مکانانریی جنبشی ناشی از تغییربرای ورق 

های دورانی درنظر گرفتیه شیده اسیت. رابییه     همچنین اینرسی

دله حاکم بیه منظیور اسیتخراج انیریی جنبشیی ورق را      ( معا5)

 .[13]دهدنشان می

 

(5) 
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
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         
        

         

    
    

      

 

 

 

-( تعرییش میی  19هیا مییابم معادلیه )   دوران (5)که در رابییه  

 .[13]شوند

 

(19)  ,x y

w w

x y
 

 
 
 

 

-( درنظر گرفتیه میی  11همچنین ممان اینرسی میابم معادله )

 شود.

 

(11)  
/2

2

1
/2

h

h
I z dz


  

سیرعت ناشیی از   برای انریی جنبشیی جیرم اضیافه شیده     

های عرضی در محل جرم درنظر گرفتیه شیده اسیت.    تغییرمکان

 دهد.( این انریی را نشان می12معادله )
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
 

-در نظییر مییی( 13)هییا را بییه صییورت بسییط روابییط  جابجییایی

 .[19]گیریم

 

(13) 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ij i j
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w q t x y 
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صفحه درنظر گرفته شده از یک سر گیردار و از سه سمت دیگر 

توابع پایه اولیه  [19]بر اساس مرجع آزاد است. به همین واطر 

 گیریم:درنظر می (15( الی )11)را بصورت روابط 
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(19)  2 1
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 ( داریم؛19( تا )11)که در روابط 

 

(12)  
3 1

( ) , ( )
2 2

m nm n       

) (16)در رابیه  )x  تابع شکل مود تیر با شرایط میرزی آزاد-

)آزاد و  )y سر گیردار استشکل مود تیر یک( 19رابیه ) در. 

2mبرای        مودهای جابجایی و دورانیی درنظیر گرفتیه شیده

2A( 15ر رابیه )د بنابراین .است   تیا   شیود میدرنظر گرفته

مقیییدار توابیییع 
1( )x  2و ( )x  0درx   بیییا مقیییدار تیییابع

( )m x.سازگار باشد 

 

(15)  
1 2( ) , ( ) A 1 2

x
x A x

C
 

 
   

 
 

رعایت شده تمامی شرایط مرزی هندسی استفاده شده توابع در 

0yاست یعنی در   ،0
w

u v w
y


   


 باشد.می 

های مورد نیاز در استفاده از توابع تقریب اولیه تعداد جمله

بسییتگی بییه تعییداد فرکییانس مییورد نظییر دارد. همچنییین دقییت 

تعیداد توابیع پاییه اسیتفاده شیده را      های محاسبه شده فرکانس

 دهد.تحت تاثیر قرار می

در رفتار ارتعاشات آزاد صفحات به دلییل ایین کیه فیرض     

شود صفحه نسبت بیه زمیان حرکیت تنیاوبی داشیته باشید،       می

کاربرد اصل تغییرات همیلتون برای حرکت صیفحه بیین زمیان    

و  صفر


 ؛شودمی (29) تغییراتی منجر به معادله حساب 

 

(29)  ( ) 0T U   

حییداکثر  Uحییداکثر انییریی جنبشییی ورق و  T (29)در رابیییه 

Lتابع لاگرانژین سیسیتم   انریی کرنشی است. T U   میی-

بیه   wو  u  ،vباشد و معیادلات لاگرانیژ بیرای سیه راسیتای      

 .[19]باشد( می21صورت روابط )
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های طبیعی صفحه و بر اسیاس  به منظور تخمین فرکانس

ریتیز اسیتفاده شیده    -حساب تغییراتی بالا، از روش ریلیمعادله 

فرض حرکت هارمونیک سیاده   .ستا i tw e w     بیرای هیر

. [12]درنظییر گرفتییه شییده اسییت wو  u  ،vسییه راسییتای 

در  گییذاری روابییط مربییوو بییه توابییع پایییهیس از جابنییابراین پیی

 qو  bو  aبر حسب ضیرایب  دستگاه معادلاتی  معادلات لاگرانژ،

-گیری از این ضیرایب منجیر بیه شیکل    آیند و مشتمبدست می

فرض کنید دسیتگاه   شود.های سختی و جرم میگیری ماتریس

 Kو  Mهیای  نگاه میاتریس آباشد  qت لاگرانژی بر حسب لامعاد

 آیند.بدست می( 23( و )22ابم با روابط )می

 

(22) 

  
 

(23) 

 

)تعداد جملات برای توابع  mو  nکه  )x  و( )y باشیند.  می

معادله مقیدار   ،شدههای جرم و سختی ساوتهبر اساس ماتریس

 .[12]آیدبدست می (21)ویژه 

 

(21)     2 0

ij

rs

mn

a

K M b

q



 
 

    
 
 

 

D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 jo
ae

.ir
 a

t 1
1:

45
 +

03
30

 o
n 

T
ue

sd
ay

 D
ec

em
be

r 
29

th
 2

02
0

http://joae.ir/article-1-26-fa.html


 اباذر وحدت آزاد یمانی،سل یننادر وحدت آزاد، حس  یهوانورد یمهندس یپژوهش -یعلم یهنشر 

 59ییز ، شماره دوم، پاهجدهمسال  
6  / 

های سیختی و جیرم هسیتند.    ماتریس Mو  Kکه در این رابیه 

مقدار ویژه به تعیداد تیرم کلیی     مسئلههای کلی و ابعاد ماتریس

 مسئلهن شده است بستگی دارد. پس از حل ای که درنظر گرفته

های طبیعی ورق و مقادیر ویژه همان فرکانس ،مقدار ویژه ویی

ن فرکیانس طبیعیی   هماهای متناظر با بردارهای ویژه شکل مود

   هستند.

 

 فلاتر -ارتعاشات اجباری

اصیل تغیییرات    کیاربرد ، در رفتار ارتعاشات اجباری صفحه

 شود( می29همیلتون برای حرکت صفحه منجر به معادله )
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 Uانییریی جنبشییی ورق و   تغییییرات  T(29)در رابیییه 

تغییرات انریی کرنشی است. تغییرات کار مجیازی انجیام شیده    

نشان داده شده است. تغیییرات   Wتوسط نیروهای ناپایستار با

ن داده نشیا  (26)کار مجازی بوسیله نیروهای ناپایستار با رابییه  

 شود.می

 

(26) W P wdA    

بیوده و  نیروی آیرودینامیکی بیر روی ورق   که در این رابیه 

 ؛آیدبدست می "تئوری پیستون"میابم با 
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عدد ماخ و  Ma (29)دررابیه 
2

2

aVa
q


  فشار دینیامیکی 

ویارجی   رباشد. با حل رابیه همیلتون و درنظر گرفتن اثر بیا می

تحلیل فلاتر ورق بر حسب سرعت جریان بدسیت   (29)از رابیه 

 آید.  می

 

 نتایج

نتای  این پژوهش برای دو حالت ورق کامپوزیتی تک لایه 

در  چینی آورده شیده اسیت.  و چند لایه با لایه الیاف  ۀبا زاوی

0صورتی که    ،1باشدE   در راستای محیورy   قیرار دارد و

بیه  دهد. میزان انحراف از این محور را نشان می مقادیر دیگر 

-های طبیعی با فرکانسنظور اعتبارسنجی نتای  ابتدا فرکانسم

های محاسبه شده توسط دیگر میالعات مقایسه شده و صیحت  

از پیارامتر   [11] به دلییل اسیتفاده مرجیع   شود. آنها بررسی می

 (22رابییه ) بعد شده، این رابیه بیه صیورت   عی بیفرکانس طبی

 :شودتعریش می

 

(22)  2
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h
L

D


  

 0Dچگالی بر واحید سییح ورق اسیت و     h (22)در رابیه 

 (25)رابییه   مییابم  کیه  سختی ومشی مرجع برای ورق است

 :شودتعریش می

 

(25)  
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1
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12 2112(1 )

E h
D

 

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هیا برابیر   در حالت تحلیل چندلایه، ضخامت تک تک لاییه 

شود. ماده کامپوزیت مورد بررسی ترکیب الیاف نظر گرفته میدر

شیشه و بیار دیگیر   با چسب رزین است. نوش الیاف یک بار الیاف 

کیاربرد  نظر گرفته شده است. دلیل این انتخاب الیاف گرافیت در

باشید کیه بیه همیین دلییل      ن این دو ماده در صینعت میی  فراوا

-مشخصات مواد آنها به راحتی در دسترس است و همچنین می

گیذاری نتیای    به منظور صحه [11] های پیشینتوان از پژوهش

صات مکانیکی این دو ماده را نشیان  مشخ 1بهره جست. جدول 

دهید  . این جدول نشان میکه از مرجع آورده شده است دهدمی

کییه درجییه ارتوتروپیییک بییودن اییین دو مییاده متفییاوت اسییت.   

نسییبتا دارای ارتییوتروپی  E-glass/Epoxy (E/E )کامپوزیییت 

Graphite/Epoxy (G/E )ضعیش است در حالی که کامپوزیت 

باشید. معیییار سیینجش میییزان  ری میییتییدارای ارتیوتروپی قییوی 

1ارتوتروپیک بودن را با نسبت 

2

E

E
 دهند.نشان می 

 

 [15]و  [14] های مطالعه شدهویژگی مواد برای ورق – 1جدول 

  
12  12G  2E  1E  نوع ماده 

1599 23/9 55/11 2/21 9/69 E-Glass/Epoxy 

1929 3/9 1/9 56/2 132 Graphite/Epoxy 

 

به دلیل این که سهم اصلی انیریی کرنشیی ورق ناشیی از    

ومش وارج صفحه است اضیافه کیردن تعیداد جمیلات توابیع      

 .شمگیری در نتای  ایجاد نخواهد کیرد تفاوت چ vو  uتقریب 

در  wاثر اضافه کردن جملات  همگرایی نتای  بر در این پژوهش
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در  vو  uآورده شیده اسیت و تعیداد جمیلات      yو  xدو راستای 

درجییه  هییا یکسییان درنظییر گرفتییه شییده اسییت.تمییامی تحلیییل

تواند بر سرعت همگرایی موثر باشید. بیه   ارتوتروپی ماده ورق می

E/ونه در این پژوهش استفاده از ماده بیا جینس   عنوان نم E 

G/تر نتای  در مقایسیه بیا میاده    موجب همگرا شدن سریع E 

 نیز وجود دارد. [11] ین تفاوت در مرجعشده است که ا

یک نمونه از همگراییی نتیای  را بیرای ییک ورق      2جدول 

تک لایه به ازای استفاده از تعداد توابع تقرییب متفیاوت نشیان    

E/دهد. این ورق تک لایه از جینس  می E  ،    بیا زاوییه الییاف

0   0.001، ضیییییخامتh m   و هندسیییییه مربعیییییی
1 1

,
4 4

C m L m
 

  
 

هیای  فرکانس درنظر گرفته شده است. 

1f  5تاf  بر حسبHz .هستند 

 
 مطالعه همگرایی برای یک تک لایه – 2جدول 

5f 4f 3f 2f 1f  تعداد جملات
w 

- 12162 2611 92/22 65/5 m=2, n=1 

12162 2611 3/192 92/22 69/5 m=3, n=1 

3/55 51/53 11/92 91/21 62/5 m=3, n=2 

3/55 2/52 1/92 1/21 62/5 m=1, n=2 

26/55 29/52 1/92 13/21 62/5 m=9, n=2 

11/55 39/59 11/92 11/21 61/5 m=1, n=3 

11/55 39/59 19/92 11/21 69/5 m=9, n=3 

91/55 21/59 11/92 39/21 69/5 m=1, n=1 

52/52 23/59 19/92 39/21 95/5 m=9, n=1 

 

های این مقاله استفاده از توابیع تقرییب   یکی از برجستگی

نشیان   2سازگار با ورق یک سرگیردار است. همانیور که جدول 

، %1/9با دقت  فرکانس اول ورق پن دهد به منظور همگرایی می

جمله کافی است  12استفاده از  4, 3m n   در حالی که

هیای جبیری   ایمیابم مرجع در صورت استفاده از چنید جملیه  

جمله نیاز است تا نتیای    199 حداقل ،برای ورق یک سر گیردار

میورد نییاز    به دلیل این که تعداد توابع پایه اولییه  همگرا شوند.

لاییه اسیت، در    تیک لایه شبیه به ورق برای همگرایی ورق چند

بیه منظیور اسیتخراج     wجمله بیرای تقرییب    12این پژوهش 

 های طبیعی درنظر گرفته شده است.فرکانس

بیه ازای زاوییه الییاف    لایه نتای  برای یک ورق تک 3جدول در 

E/متفاوت آورده شده است. جنس انتخاب شیده   E   اسیت و

1نسبت منظری 
L

C


 
 
 
 درنظر گرفته شده است. بیه منظیور   

نتای  حاصل از پیژوهش مرجیع و نتیای      گذاری،و صحه مقایسه

 آورده شده است. از همین مرجع ش المان محدود حاصل از رو

 

E/پارامتر فرکانس طبیعی تک لایه – 3جدول  E 1و
L

C
  

3  2  1    وشر 

 میالعه حاضر 9 62/3 59/6 5/12

 [11]مرجعنتای   9 9/3 5/6 1/12

 المان محدودحل  9 39/3 2/6 1/12

 میالعه حاضر 19 9/2 2/9 6/16

 [11]مرجعنتای   19 6/2 11/9 13/16

 المان محدودحل  19 9/2 51/6 21/19

 میالعه حاضر 59 39/2 2/6 1/11

 [11]مرجعنتای   59 21/2 13/6 11

 المان محدودحل  59 21/2 9/6 2/13

 

افییزار المییان محییدود در نییرملازم بییه ذکییر اسییت ورق در روش 

مدل شیده اسیت کیه ییک      S8Rبه نام  Shellآباکوس با المان 

اسیت. توابیع تقرییب المیان از نیوش       ایگیره  2بعیدی  المان سیه 

المیان بیرای ورق درنظیر گرفتیه      1999دوم است و تعداد ۀمرتب

 شده است.

G/نتای  را برای ییک ورق پین  لاییه از جینس      1جدول  E  و

2نسبت منظری ورق 
L

C
 دهید. ایین چنید لاییه بیه      نشان می

صورت  , , , ,      نظر گرفته شده است که به ازای در

رامتر فرکانس طبیعی مقایسه شده پا سه مقدار متفاوت برای 

 است. 
 

G/پارامتر فرکانس طبیعی پنج لایه   – 4جدول  E  2و
L

C
  

3  2  1    روش 

 میالعه حاضر 39 6/2 11/19 92/19

 [11]نتای  مرجع 39 11/2 31/19 26/19

 حل المان محدود 39 1/2 2/19 63/11

 میالعه حاضر 19 95/1 12/19 33/11

 [11]نتای  مرجع 19 9/1 92/19 15/11

 حل المان محدود 19 69/1 26/5 2/19

 میالعه حاضر 69 3/1 19/9 9/5

 [11]نتای  مرجع 69 12/1 26/9 19/5

 حل المان محدود 69 1/1 11/9 19/5
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در ادامه به دلیل این که کار مشابهی وجود ندارد که گستردگی 

ق را در یک بعید درنظیر بگییرد، نتیای      رجرم اضافه شده روی و

حاصل از این پژوهش با نتیای  حاصیل از حیل بیه کمیک روش      

 شود.  المان محدود مقایسه می

-فه شده تا سر گیردار ورق بررسیی میی  ابتدا اثر فاصله جرم اضا

تواند در سر گیردار گردد. جرم اضافه شده در حداکثر فاصله می

بنیابراین جیرم بیه انیدازه      قرار گیرد.
0

2

M
M   و

0C C  در

 حرکت داده شده و نتای  ثبت شده است. yراستای 

بیدون جیرم   مربعیی  مود اول یک ورق کامپوزیتی  چهار 2شکل 

اول و سوم بالب تغییرشکل مود دهد که اضافه شده را نشان می

مقیادیر پین     9جدول  آن ومشی و مود دوم آن پیچشی است.

دهد فرکانس اول ورق در حالت با جرم و بدون جرم را نشان می

المیان محیدود    گذاری با نتای  حلاین نتای  به منظور صحه که

مقایسه شده است. درصد کاهش هر فرکانس نسیبت بیه حالیت    

 بدون جرم نیز آورده شده است.

 

 

 مود اول 

 

 مود دوم

 

 مود سوم

 

 مود چهارم

 مودهای ورق یک سر گیردار – 2شکل 

 

 افت پارامتر فرکانس طبیعی بر اثر جرم اضافه شده – 5جدول 

5f 4f 3f 2f 1f نوع ورق 

 مطالعه حاضر     

 ورق بدون جرم 19 196 211 392 353

 ورق با جرم در سر آزاد 29 65 192 159 262

 درصد کاهش فرکانس 32% 39% 25% 39% 32%

 حل المان محدود     

 ورق بدون جرم 32 199 233 396 366

 ورق با جرم در سر آزاد 22 69 199 159 265

 درصد کاهش فرکانس 12% 32% 29% 36% 29%

 

بیه فرکیانس ورق   طبیعیی   نسبت فرکانس 3 نمودار شکل

بیه ازای مقیادیر متفیاوت    فرکانس اول  چهاربرای را بدون جرم 

0Lبعد بی

L
نشیان دهنیده    pfدر ایین نمیودار   دهید.  نشان می 

نشان دهنده فرکیانس   fفرکانس ورق بدون جرم اضافه شده و 

این بررسیی  است.  Hzهمان ورق با جرم اضافه شده بر حسب 

کردن جرم لزومیا منجیر بیه کیاهش     دهد که اولا اضافهنشان می

سیستم وواهد شد کیه بیدیهی   اول و دوم های طبیعی فرکانس
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اول و دوم، هرچه جرم اضافه شیده   هایاست. ثانیا برای فرکانس

یابد. شیدت  های ورق کاهش میاز سر گیردار دور شود، فرکانس

0این کاهش از حدود  0.8
L

L
 تر میبرای فرکانس اول شدید-

شود و به همین واطر نمودارهای دو فرکانس یکدیگر را در این 

 کنند.محدوده قیع می

 

 

 

 

 

 

p

f

f

  

0
L

L
   

های اول و دوم برای تغییرات فرکانس – 3شکل 
0L  1با

L

C
 

 

ر فرکانس سیوم و چهیارم بیا دو فرکیانس اول انیدکی      رفتا

0متفاوت است. برای فرکیانس سیوم، در محیدوده     0.4
L

L
   تیا

0 0.8
L

L
    با دور کردن جرم از سر گیردار ورق، فرکیانس سیوم

یابد. این رفتار به دلیل قرارگییری جیرم اضیافه    ورق افزایش می

کند و ای از صفحه است که مانند گره عمل میهشده در محدود

ورق در این محدوده برای مود سیوم جابجیایی نسیبی کمتیری     

دارد. بنابراین انریی جنبشی ذویره شده در جرم کمتر وواهید  

بود و این پدیده منجر به افزایش فرکانس نسبت به مقادیر دیگر 

0L

L
ین شدت برای مود چهیارم مشیاهده   این رفتار با اشود. می 

0نشده است و تنها از  0.6
L

L
   0بیه 0.8

L

L
   فرکیانس چهیارم

 کند. تمامی ایین تغیییرات در میدل   اندکی افزایش را تجربه می

 (.1المان محدود نیز مشاهده شده است )شکل 

 

 

 

 

 

 

p

f

f

 

0
L

L
  

های سوم و چهارم برای تغییرات فرکانس - 4شکل 
0L  1با

L

C
 

 

رفتار نشان داده شیده بیرای چهیار فرکیانس اول بیه ازای      

هیای  تغییر موقعیت جرم اضافه شده از سر گیردار بیرای نسیبت  

ت و تیا زمیانی کیه مودهیای     منظری متفاوت بررسیی شیده اسی   

اند روند تغییرات به همین شیکل  پیچشی و ومشی جابجا نشده

2تحلیل مشابه را برای ورق با  9شکل برقرار است. 
L

C
  نشان

شبیه به حالت قبل  ی اول و دومهادهد که تغییرات فرکانسمی

 است. 

 

 

 

 

 

 

p

f

f

 

0
L

L
  

های اول و دوم برای تغییرات فرکانس - 5شکل 
0L  2با

L

C
 
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در این حالت همان جرم قبلی یعنی 
0

4

M
M    به ورق اضیافه

نیز دو  L،Mلازم به ذکر است که با دو برابر شدن شده است.

از این نمودار پیداست که روند تغییرات فرکیانس    شود.برابر می

هیا کمتیر شیده    های قبل است و تنها حساسییت شبیه به حالت

است. به عنوان مثال برای فرکانس اول وقتیی کیه جیرم اضیافه     

س به فرکانس شده در محل سر آزاد ورق قرار دارد، نسبت فرکان

1ورق بدون جرم اضافه شیده بیرای   
L

C
   اسیت در   6/9حیدود

2حالی که برای 
L

C
  باشد.می 99/9حدود 

نمییودار زیییر تغییییرات  6شییکل بییرای ورق جدییید یعنییی 

   دهد.را نشان می ی سوم و چهارمهافرکانس

 

 

 

 

 

 

p

f

f

 

0
L

L
  

های سوم و چهارم برای تغییرات فرکانس - 6شکل 
0L  1با

L

C
 

 

2در حالیت   مشیخص اسیت  همانیور که از ایین نمیودار   
L

C
 

2دامنه نوسانات نسبت به حالت 
L

C
     کمتیر اسیت و فرکیانس

0چهارم نیز از حالت  0.4
L

L
   0بیه 0.6

L

L
     بیر ویلاف حالیت

 قبل افزایش دارد.

جرمیی بیا    ،به منظور بررسی اثر پهنای جیرم اضیافه شیده   

های متفاوت قرار داده شیده و  اندازه برابر در عرض ورق با تراکم

فرکانس اول ورق بررسی شده است. همانیور که  ارچهاثر آن بر 

0Cدهد طول جرم که به صورت نشان می 9شکل 

C
روی محیور   

را نشیان  اضیافه شیده   افقی نشان داده شده است محل اثر جرم 

 دهد برای مود اول تغییرات. نتای  نشان میدهدمی
0C  چندان

بر این فرکانس ندارد در حالی که با افزایش  اثری
0C   فرکیانس

یابد. دلیل این کاهش فرکانس قرارگرفتن نقییه  دوم کاهش می

های آزاد ورق است و چون ایین میود   اثر جرم اضافه شده در لبه

-پیچشی است، سهم انریی جنبشی جرم اضافه شده بیشتر می

گییری کیرد کیه بیرای مودهیای      ان نتیجیه تیو بنابراین میشود. 

پیچشی هرچه جرم اضافه شده متمرکزتر باشد از نظر پاییداری  

 ارتعاشی وضعیت ورق بهتر است. 

 

 

 

 

 

 

p

f

f

 

0
C

C
   

های اول و دوم برای تغییرات فرکانس - 7شکل 
0C  1با

L

C
 

 

در بررسی اندازه 
0C،    رفتار فرکانس سوم و چهیارم شیبیه

تغیییرات فرکیانس سیوم و     2فرکیانس اول اسیت. شیکل     دو به

 2دهد. به صورت کلیی بیا نگیاهی بیه شیکل      چهارم را نشان می

ز توان گفت در صورتی که جرم اضافه شده بر روی بخشیی ا می

ورق باشد که پاسخ یا شکل میود در آن مکیان بزرگتیر از بقییه     

ورق باشد، این دامنه زیادتر نوسانات منجیر بیه سیرعت گیرفتن     

نسبی جرم در آن ناحیه شده و انریی جنبشی جرم اضافه شیده  

شود و همین افزایش انیریی جنبشیی باعیا کیاهش     بیشتر می

، 0Lبررسیی  در این حالت نیز شبیه به حالت  شود.فرکانس می

 تغییر نسبت منظری ورق اثر چندانی بر این رفتار ندارد.

اثر افیزایش جیرم در ییک موقعییت      19 و 5های در شکل

های ورقی را نسبت فرکانس 5مشخص بررسی شده است. شکل 

بییا مشخصییات  0Mدهیید کییه جییرم نشییان مییی Mبییا جییرم 

 0 0,L L C C  .روی آن قرار داده شده است 
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های سوم و چهارم برای تغییرات فرکانس - 8شکل 
0C  1با

L

C
 
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0M
M

 

های اول و دوم برای تغییرات فرکانس - 9شکل 
0M  1با

L

C
 

 

اوت فهای متاین روند کاهشی با نرخ کاهنده برای موقعیت

0L ،0C هیای منظیری دیگیر ورق نییز     و همچنین برای نسبت

 شود.  مشاهده می

هیای پیشیین، هرچیه زاوییه     میابم این پژوهش و پژوهش

های کامپوزیت به سر آزاد متمایل باشیند )در اینجیا یعنیی    لایه

اول ورق چندلایه بالاتر وواهد  زاویه نزدیک صفر باشد( فرکانس

ها بررسیی  بر تک تک فرکانس بود. در اینجا اثر جرم اضافه شده

شییود. پیین  لایییه مییورد بررسییی بییا ترتیییب لایییه چینییی   مییی

 , , , ,         برای مقیادیر متفیاوت    در نظیر گرفتیه

شده است. در حالتی که جرم اضافه شیده و ورق بیا مشخصیات    

0 0 0

1
, , 1 , 1 ,

2
L L C C L m C m M M
 

     
 
فیییرض  

ها بیا حالیت ورق بیدون جیرم     ار کاهش فرکانسشده است، مقد

هیا  چینی بیر تیک تیک فرکیانس    زاویه لایهمقایسه شده و تاثیر 

 شود.بررسی می
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های سوم و چهارم برای تغییرات فرکانس - 11شکل 
0M  1با

L

C
 

 

دهد. این تغییرات را برای فرکانس اول نشان می 11شکل 

میابقت دارد. از این نمودار  [11]نتای  ورق بدون جرم با مرجع 

دهد ا تغییر نمیمشخص است که جرم اضافه شده روند نمودار ر

و شبیه به حالیت ورق بیدون جیرم، اگیر سیازه بخواهید در بیار        

زاوییه  ارتعاشی در محدوده فرکانس اول را تجربه کنید بهتیرین   

 کوچک و نزدیک صفر است. هایی با زوایایلایه ،چینیلایه

تغییرات فرکانس دوم ورق با جرم و بدون جیرم   12شکل 

دهد. به دلییل پیچشیی   ن میهای متفاوت نشاچینیرا برای لایه

بودن مود دوم بهترین زاویه به منظور داشتن حراکثیر فرکیانس   

درجیه   19در حالت ورق با جرم شبیه به ورق بدون جرم حدود 

 باشد.می

تغییرات فرکانس سوم ورق با جرم و بدون جیرم   13شکل 

دهید. از ایین نمیودار    های متفاوت نشیان میی  چینیرا برای لایه

اکثر دچینی به منظور داشیتن حی  بهترین لایه مشخص است که

فرکانس در حالت ورق با جرم با ورق بدون جرم متفاوت اسیت.  
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دهد زاوییه بهینیه بیرای پاییدار     نشان می 13 شکلهمانیور که 

درجیه   39باشد حدود بودن ورقی که فرکانس سوم آن مهم می

 است.

تغیییرات فرکیانس چهیارم ورق را در دو حالیت      11شکل 

دهید. ایین نمیودار نشیان     های متفاوت نشان میچینیلایهبرای 

چینی بیرای ورق در حالیت بیا جیرم و     دهد که اثر زاویه لایهمی

بدون جرم متفاوت است. به عنوان مثیال در حالیت ورق بیدون    

درجیه   99و  صیفر فرکانس چهارم در دو زاویه  ،جرم اضافه شده

ایین   هرتز اسیت در حیالی کیه بیرای ورق بیا جیرم       326حدود 

درجیه   99هرتیز و در زاوییه    231برابیر   صفر،فرکانس در زاویه 

 هرتز است. 295
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 اثر زاویه لایه چینی بر فرکانس اول – 11شکل 
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 اثر زاویه لایه چینی بر فرکانس دوم - 12شکل 
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 اثر زاویه لایه چینی بر فرکانس سوم - 13شکل 
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 ماثر زاویه لایه چینی بر فرکانس چهار - 14شکل 

 

 

 فلاتر -آنالیز ارتعاشات اجباری

در این مرحله نتای  حاصیل از حیل ارتعاشیات اجبیاری را     

لاییه   پین  ورق کامپوزیتی از  کنیم. در این مثالگذاری میصحه

-گیاه سیاده میی   و دارای شرایط تکیه [0,90,0,90,0]با آرایش 

 ؛باشد. مشخصات ورق به شرح ذیل می[16]باشد

 

EL/ET =40, GLT/ET =9/6 , GTT/ET =9/9 , υLT=9/29 

فشییار  و ω بعییددر اییین مقالییه فرکییانس طبیعییی بییی   

-تعرییش میی   [16]طبم مرجع  λ بعدبیبحرانی آیرودینامیکی 
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 19گردد. نتای  حل برای ورق بیا مشخصیات میذکور در شیکل     

بعد بینشان داده شده است. مقایسه فشار آیرودینامیکی بحرانی 

رای دهد نتای  حاصل از حیل بی  نشان می 6و فرکانس در جدول 

 گذاری فلاتر بر روی ورق کامپوزیت قابل قبول است. صحه

 

 

 بحرانیبعد بر حسب فشار آیرودینامیکی فرکانس بی -15شکل 

 بعد فلاتربی

 
 بعد بیمقایسه فشار آیرودینامیکی بحرانی  -6جدول 

 بعدو فرکانس بی
ω λ 

 مطالعه حاضر [16]مرجع  مطالعه حاضر [16]مرجع 

90196 90125 515 59901 

60999 60912 552 1929 

50911 50911 1925 1139 

 

سیرگیردار کیه در انتهیای    در مرحله بعد به آنالیز ورق یک

 در. شیود ، پرداوته میآزاد آن جرم گسترده نصب گردیده است

 فلاتیر  آیرودینامیکی فشار بر کامپوزیت چینیلایه اثر بخش این

 بیه  کامپوزییت  لایه ن پ از ورق بخش این در. است شده بررسی

 ازای بیه  کیه  اسیت  شیده  گرفته نظر در [0,90,0,90,0] صورت

 فشییار پییارامتر (درجییه 99 تییاصییفر ) Ɵ بییرای متفییاوت مقییادیر

. اسیت  شیده  آنیالیز  فلاتیر  فرکانس و فلاتر بعدبی آیرودینامیکی

 حسیب  بیر  را دمپینیگ  و بعید بیی  فرکیانس  تغیییرات  16 شکل

 19 شکل در. دهدمی نشان درجه 69 زاویه برای جریان سرعت

 حسیب  بیر  فلاتیر  فرکانس و بعدبی آیرودینامیکی فشار تغییرات

 فشیار . اسیت  شیده  داده نشیان  کامپوزییت  الیاف زاویه تغییرات

 رونید درجیه   19 تا صفر ازبرای زاویه الیاف  فلاتر آیرودینامیکی

 درجیه  99 تیا  19 از و افزایشی روند درجه 19 تا 19 از کاهشی،

 ماننید  بیه  فلاتیر  فرکیانس  تغییرات. دارد را کاهشی ندرو دوباره

بیرای   بیوریکیه  نیدارد  یکنواوتی روند فلاتر آیرودینامیکی فشار

 39 تیا  19 از و افزایشیی  رونید درجیه   19 تا صفر اززاویه الیاف 

 سیپس  و افزایشیی درجیه   19 تیا  39 از و کاهشیی  رونید درجه 

 .است کاهشی

 

 (الش)

 

 )ب(

 
بعد فلاتر بر حسب فشار آیرودینامیکی انس بیفرک (الف – 16شکل 

 بعددمپینگ بر حسب فشار آیرودینامیکی بی (ب ،بعدبی
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 ،بعد فلاتر بر حسب زاویهفشار آیرودینامیکی بی (الف – 17شکل 

 هبعد فلاتر بر حسب زاویفرکانس بی (ب

 

 گیرینتیجه

بعییدی بییر در اییین پییژوهش اثییر اضییافه کییردن جییرم یییک

سیر گییردار بررسیی شیده اسیت.      های طبیعی ورق یکفرکانس

گییری  تیوان بیه عنیوان نتیجیه    بیور ولاصه میوارد زییر را میی   

 برشمرد.

        با افیزایش فاصیله جیرم اضیافه شیده از سیر گییردار، 

و های سوم فرکانس اول و دوم کاهش یافته و فرکانس

 چهارم رفتار کاهشی، افزایشی و سپس کاهشی دارند.

  هیای  فرکیانس  ،با اضافه کردن طول جرم اضافه شیده

اول و سییوم چنییدان تغییییری ندارنیید در حییالی کییه   

 یابند.فرکانس دوم و چهارم کاهش می

    اضیافه کییردن انییدازه جییرم باعیا کییاهش هییر چهییار

شود در حالی کیه نیرخ ایین کیاهش نییز      فرکانس می

 است.کاهنده 

     برای ورق با جرم اضافه شیده روی آن بهتیرین زاوییه

چینی به منظور داشیتن حیداکثر فرکیانس بیرای     لایه

درجییه،  19درجییه، فرکییانس دوم  صییفرفرکییانس اول 

درجه و فرکانس چهارم نییز همیان    39فرکانس سوم 

 درجه است. صفر

   در مرحله بعد به بررسی اثر زاویه الیاف کامپوزیت بیر

بیرای  شد. فشیار آیرودینیامیکی فلاتیر     فلاتر پرداوته

 19درجه روند کاهشیی ، از   19تا  صفراز زاویه الیاف 

درجه دوباره  99تا  19درجه روند افزایشی و از  19تا 

روند کاهشی را دارد. تغییرات فرکانس فلاتر به ماننید  

فشییار آیرودینییامیکی فلاتییر رونیید یکنییواوتی نییدارد  

رونید  درجیه   19تیا   فرصاز  برای زاویه الیافبیوریکه 

 19تیا   39رونید کاهشیی و از    39تا  19افزایشی و از 

 افزایشی و سپس کاهشی است.
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